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MODULES FORMELS LOCAUX DE FEUILLETAGES
HOLOMORPHES
par
Jean-Franc¸ois Mattei & Eliane Salem
Re´sume´. — Nous donnons une liste comple`te d’invariants formels locaux d’une
large classe de 1-formes diffe´rentielles formelles ω ∈ C[[x, y]]dx+ C[[x, y]]dy.
Une de´formation ŜL-e´quisingulie`re est une de´formation e´quire´ductible qui,
apre`s re´duction, laisse invariant chaque type singulier formel local ainsi que la
repre´sentation d’holonomie de chaque composante du diviseur exceptionnel. Nous
caracte´risons les 1-formes de types formel fini (t.f.f.), i.e. celles qui posse`dent une
de´formation ŜL-e´quisingulie`re verselle, en donnant un crite`re combinatoire explicite
de finitude.
Les formes t.f.f. contiennent un ouvert dense pour la topologie de Krull dans
l’ouvert des 1- formes de deuxie`me espe`ce.
Abstract (Formal local modulus for holomorphic singular foliations)
We give a complete list of formal invariants for a large class of formal differential
1-forms ω ∈ C[[x, y]]dx+ C[[x, y]]dy.
A ŜL-equisingular deformation is an equireducible deformation which leaves invari-
ant both the local formal types and the holonomy representation of the components
of the exceptional divisor. We characterize the 1-forms with finite formal type (t.f.f),
i.e. those which admit a semi-universal ŜL-equisingular deformation, and we give an
explicit combinatorial criterion of finiteness.
The set of 1-forms with finite formal type contains a dense open set (in the sense
of Krull’s topology)in the set of 1-forms of the second kind.
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Introduction
La classification formelle des germes d’e´quations diffe´rentielles ordinaires a` l’origine
de C2 dont la partie line´aire est non-nulle et diagonalisable est bien connue depuis H.
Poincare´ [29] et la the`se de H. Dulac [12]. De manie`re ge´ne´rale il s’agit de comparer
des 1-formes diffe´rentielles a` coefficients des se´ries formelles
(1) ω = a(x, y) dx+ b(x, y) dy ,
a(x, y) =
∑
i,j
aijx
iyj , b(x, y) =
∑
i,j
bijx
iyj ∈ C[[x, y]]
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par la relation de conjugaison orbitale formelle : les deux 1-formes ωj = aj(x, y)dx+
bj(x, y)dy , j = 1, 2, sont formellement conjugue´es, ω1 ∼for ω2 , s’il existe une unite´
formelle u(x, y) ∈ C[[x, y]] , u(0, 0) 6= 0 et un diffe´omorphisme formel φ(x, y) :=
(φ1(x, y), φ2(x, y)) , φ(0, 0) = (0, 0) , det (D0φ) 6= 0 , tels que :
(2) ω2 = u · φ
∗ω1 := U · [ a1 (φ1, φ2) dφ1 + b1 (φ1, φ2) dφ2 ] ,
ou` D0φ de´signe la matrice jacobienne de φ a` l’origine. Classiquement, pour les
1-formes les plus simples, les 1-formes re´duites, une liste comple`te des classes de con-
jugaison formelle est obtenue par la construction de mode`les, les ”formes normales”,
cf. [12][13]. Elle consiste a` choisir φ et u qui annulent le plus possible de coefficients
du de´velopement en se´rie de la 1-forme. En fait, comme l’a mis en e´vidence J.
Martinet [17], elle correspond a` une ”jordanisation” de l’application adjointe agissant
sur les jets infinis de champs de vecteurs, associe´e au champ dual de la 1-forme.
Rappelons que la 1-forme (1) est dite re´duite si la matrice
(3)
(
a10 a01
−b10 −b01
)
est diagonalisable avec des valeurs propres λ1, λ2 qui ve´rifient : λ1 6= 0 , λ2/λ1 /∈ Q>0 .
La liste des formes normales, qui sont polynomiales en les variables x, y et line´aires
en les parame`tres, cf. (3), fait aparaitre qu’une fois fixe´ le rapport des valeurs
propres λ2/λ1, deux invariants nume´riques suffisent a` la classification formelle : un
invariant discret (un e´le´ment de N) qui, lorsque la 1-forme ω est analytique, donne la
classification topologique [5] et un invariant continu (un e´le´ment de C).
La classe la plus simple de formes non-re´duites est celle des 1-formes nilpotentes :
la matrice (3) est nilpotente. La classification de ces 1-formes a e´te´ aborde´e par la
recherche de formes normales, cf. F. Takens [32] [16] [31]. Le proble`me rencontre´ est
l’obtention d’une forme normale qui soit a` la fois canonique [15] [28] et convergente.
Le caracte`re ge´ne´riquement divergent-Gevrey de la forme normale canonique [8] ne
permet plus de conside´rer cette expression comme une liste de 1-formes-mode`les.
L’autre approche du proble`me, initialise´ par D. Cerveau et R. Moussu dans [11] puis
comple´te´ par R. Meziani [26] et d’autres auteurs [3] consiste a` mettre en e´vidence un
syste`me complet et non-redondant d’invariants formels. L’invariant conside´re´, qui re-
couvre presque tous les cas, est une repre´sentation du groupe libre a` deux ge´ne´rateurs
dans le groupe des diffe´omorphismes formels d’une variable
Ĥω : Zα1 ⋆ Zα2 −→ D̂iff(C, 0) := {h(z) ∈ C[[ z ]] | h(0) = 0 , h
′(0) 6= 0} .
Il s’interpre`te comme rendant compte de la structure transverse du feuilletage et est
e´videment de dimension infini. La classification est donc obtenue pour cette classe
de 1-formes, mais les liens entre les deux approches demeure a` ce jour encore tre`s
myste´rieux.
Nous abordons ici le cas ge´ne´ral. Notre approche consiste a` localiser le proble`me
”au voisinage d’une 1-forme”, ensuite de´finir un groupe d’invariants qui ge´ne´ralisent
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l’invariant Ĥω du cas nilpotent et enfin fixer ce premier groupe d’invariants et
chercher une famille comple`tant la liste.
La localisaton se fait en ne s’inte´ressant qu’aux germes de familles analytiques de
1-formes formelles. Plus pre´cisemment, une de´formation(1) transversalement formelle
d’une 1-forme formelle ω de base le germe P := (Cp, 0) est la donne´e d’une 1- forme
qui s’e´crit
η = A(x, y; t) dx+B(x, y; t) dy , η0 := η|t=0 = ω,
A(x, y; t) =
∑
i,j
Aij(t)x
iyj , B(x, y; t) =
∑
i,j
Bij(t)x
iyj ∈ C{t}[[x, y]] ,
les coefficients Aij(t) et Bij(t) ∈ C{t} e´tant tous convergents sur un meˆme polydisque
ouvert. Deux de´formations η et η′ sont dites t.f.-conjugue´es, s’il existe dans Cp un
polydisque ouvert K cente´ a` l’origine et des se´ries φ1, φ2, u, c ∈ OCp (K) [[x, y]],
u0(0, 0, 0) 6= 0 , telles que :
φ∗ η = u · η′ + cdt , φ|t=0 = (x, y) , φ :=
(
φ1, φ2
)
.
De´finisons un d-invariant formel comme un objet I(ω) attache´ a` chaque 1-forme
formelle ω, tel que pour toute de´formation η t.f.-conjugue´e a` la de´formation constante
ηcst ≡ ω , on a : I(η|t=t0 ) = I(η|t=0) pour tout t0 petit.
Avant de de´finir les groupes d’invariants rappelons l’existence d’une re´duction des
singularite´s de ω [30] [22], c’est a` dire d’une application holomorphe canonique note´e
Eω : Mω −→ C2, obtenue comme composition finie d’applications d’e´clatements si-
multane´ de points, telle qu’en chaque point m du diviseur de re´duction Dω := E−1ω (0)
l’image re´ciproque E∗ω(ω) peut s’e´crire, dans des coordonne´es locales u, v, appro-
prie´es : Eω
∗(ω) = upvqω˜m , avec Dω = {uεv = 0}, p, q ∈ N , ε = 0 ou 1, et ω˜m est
une 1-forme formelle en m, non-singulie`re ou bien singulie`re a` singularite´ isole´e et
re´duite. Lorsqu’en un pointm de Dω , la restriction du germe ω˜m au diviseur Dω n’est
pas identiquement nulle, ω posse`de un nombre infini de se´paratrices formelles, c’est
a` dire descourbes irre´ductibles formelles a` l’origine de C2 dont la parame`trisation
γ(t) ∈ C[[t]]2 satisfait γ∗ω ≡ 0. On dit alors que ω est dicritique. Lorsque ω n’est pas
dicritique, le nombre de se´paratrices est fini ≥ 1, d’apre`s C. Camacho- P. Sad [7].
Dans ce tout ce travail nous supposons ω non-dicritique
Nous distinguerons trois types de d-invariants. Le premier sera constitue´ d’in-
variants discrets, ce sont les plus e´le´mentaires ; ils ne de´pendent en ge´ne´ral que des
se´paratrices formelles. Le deuxie`me rendra compte des singularite´s obtenues apre`s
re´duction ; ces invariants sont en ge´ne´ral contenu dans un espace de dimension finie.
Le troisie`me type d’invariant est plus complexe. L’objet de ce travail est de les mettre
en e´vidence. Nous montrons en particulier qu’ils constituent ge´ne´riquement, dans
un sens pre´cise´ au chapitre 6 des familles de dimensions finies. Plus pre´cise´ment
(1)Il serait plus correct de dire : un germe de de´formation.
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distingons :
• les d-invariants formels globaux du processus la re´duction. Ils de´crivent
seulement le processus de re´duction, en oubiant la position exacte, sur chaque com-
posante de Dω , des centres d’e´clatement et des points du lieu singulier de re´duction
Σω := {m ∈ Dω | ω˜m(m) = 0} .
Classiquement on construit un graphe connexe ponde´re´ et fle`che´, l’arbre dual de
re´duction A∗[ω] de la manie`re suivante : on se donne biunivoquement un som-
met de A∗[ω] pour chaque composante irre´ductible D de Dω puis on le ponde`re
par l’auto-intersection de D et on lui attache autant de fle`ches que de points de
Σω ∩ (D − Sing(Dω)), enfin on relie deux sommets par une are`te chaque fois que
les composantes irre´ductibles correspondantes s’intersectent. Pour une tre`s large
classe de 1-formes, les formes de deuxie`me espe`ce de´crites en (3.1), la donne´e de
A∗[ω] e´quivaut a` la donne´e du type d’e´quisingularite´ (2) du germe de courbe formelle
Sep(ω) , forme´e de toutes les se´paratrices formelles de ω.
• Les d-invariants formels locaux issus de la re´duction. Remarquons
d’abord que E∗ω(ω) de´finit une 1-forme formelle en chaque point du diviseur Dω.
De manie`re pre´cise, E∗ω(ω) est une 1-forme transversalement formelle : elle s’e´crit
localement A(u, v) du + B(u, v) dv , les coefficients A, B e´tant des sections locales
du faisceau Ô, de base Dω, obtenu en comple´tant, pour la topologie IDω -adique, la
restriction a` Dω du faisceau OMω des fonctions holomorphes sur Mω , IDω ⊂ OMω
de´signant le faisceau d’ide´aux des fonctions nulles sur Dω. Des expressions pre´cises
de A et de B sont donne´e en (25) et (26). On doit en retenir que E∗ω(ω) peut eˆtre vu
comme un champ, le long de Dω, de 1-formes formelles dont les coefficients varient
holomorphiquement le long de Dω. Les sections locales de Ô s’appellent fonctions
transversalement formelles. On de´finit de la meˆme manie`re (3) les faisceaux des
champs de vecteurs, formes diffe´rentielles, diffe´omorphismes locaux... transversale-
ment formels. Nous e´crirons en abre´ge´ t.f. pour transversalement formel.
La collection (ω˜m)m∈Dω de´fini un sous-module note´ F˜ω du faisceau de base Dω des
1-formes t.f., que nous appelons feuilletage re´duit associe´ a` ω. La classe de conjugaison
t.f. du feuilletage F˜ω en un point m ∈ Dω est la classe de conjugaison du germe
ω˜m pour la relation d’e´quivalence de´finie par les e´galite´s (2), mais avec ici φ et u
transversalement formels. Nous notons
[
F˜ω,m
]
tf
cette classe. La collection
L̂(ω) :=
([
F˜ω,m
]
tf
)
m∈Σω
,
(2)Le type d’e´quisingularite´ d’une courbe formelle d’e´quation f(x, y) :=
∑
∞
i,j=1
fijxiyj = 0 peut
eˆtre de´fini comme le type topologique commun a` tous les germes de courbes analytiques, a` l’origine
de C2, d’e´quations
∑N
i,j=1
fijxiyj = 0 , pour N ∈ N assez grand.
(3)ou encore a` l’aide de l’extension des scalaire ι−1 (OMω |Dω) −→ Ô, ou` ι : Dω →֒ Mω de´signe
l’injection canonique.
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est clairement un d-invariant formel de ω. Nous l’appelons d-invariant local t.f. de ω.
Remarquons que lorsque ω est deuxie`me espe`ce (3.1.4) le d-invariant formel L(ω) est
”de dimension finie : il peut eˆtre contenu dans une union finie d’exemplaires de C.
Cela ressort tout simplement de l’expression des formes normales pour la conjugaison
t.f. qui, dans ces cas, sont les meˆmes que les formes normales de la conjugaison
formelle (3.1).
• Les d-invariants formels semi-locaux issus de la re´duction. En choisissant
une courbe lisse formelle en un point m0 /∈ Σω d’une composante irre´ductible D de
Dω, ainsi qu’une coordonne´e formelle sur cette courbe, on de´finit de la meˆme manie`re
qu’en [22] la repre´sentation (formelle) d’holonomie de F˜ω le long cette composante :
Hω,D : π1(D − Σω; m0) −→ D̂iff(C, 0) .
La classe [Hω,D]for de ce morphisme pour la composition a` gauche avec les auto-
morphisme inte´rieurs de D̂iff(C, 0) ne de´pend d’aucun choix. La collection de ces
classes est visiblement un d-invariant formel de ω.
Finalement, en regroupant ces trois types d’invariants, nous obtenons la collection :
ŜL(ω) :=
(
A∗[ω] , L̂(ω) ,
(
[Hω,D]tf
)
D∈comp(Dω)
)
ou` comp(Dω) de´signe l’ensemble des composantes irre´ductibles de Dω. Appelons
cet invariant invariant complet d’e´quisingularite semi-locale formelle ou encore de
ŜL -e´quisingularite´ associe´ a` ω. Dans [25] [24] nous montrons sous une hypothe`se
ge´ne´rique tre`s faible, que lorsque ω est holomorphe ces d-invariants formels sont des
d-invariants (4) topologiques. Il est maintenant naturel de rechercher une classification
a` ”type ŜL fixe´”.
Une de´formation t.f. η := A(x, y; t) dx+B(x, y; t) dy de ω de base P := (Cp, 0)
sera dite e´quire´ductible s’il existe une ”re´duction en famille”. Cela signifie pre´cise´ment
l’existence d’une varie´te´ Mη de dimension 2 + p, munie d’un diviseur Dη ⊂ Mη
a` croisements normaux, d’un sous espace lisse Ση ⊂ Dη de dimension p, d’une
application holomorphe propre Eη : Mη −→ C2 × P obtenue par une succession
d’e´clatements de courbes lisses, avec E−1η (0 × P ) = Dη , telle que la restriction de
πη := pr2 ◦ Eη a` Ση est e´tale et que, pour chaque t ∈ P assez petit, la fibre de Eη au
dessus de t
Eη,t : Mη,t := π
−1
η (t) −→ C
2 × {t}
est l’application de re´duction de la 1-forme ηt obtenue en restreignant η a` C2 × {t}.
De plus la fibre du diviseur est le diviseur de re´duction de ηt et la fibre de Ση est le
(4)Nous montrons pre´cise´ment que l’arbre dual de re´duction, le type analytique de F˜ en chaque point
m ∈ Σm, ainsi que le type analytique de la repre´sentation d’holonomie de chaque composante de Dω,
reste constant dans chaque de´formation topologiquement triviale du germe de feuilletage singulier
en l’origine de´fini par ω.
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lieu singulier de re´duction de ηt :
Dη ∩ π
−1(t) = Dηt , Ση ∩ π
−1(t) = Σηt .
On voit facilement que l’espace Mη est un produit C∞ au voisinage de Dη :
il existe un germe de diffe´omorphisme C∞ au desus de P , Ψ : (Mη, Dω)
∼
−→
(Mω × P, Dω × {0}) , Ψ = (Ψ, πη), induisant une famille de diffe´omorphismes
(4) Ψt : (Mηt ,Dηt) −→ (Mω × {t},Dω × {t}) .
De plus on a : Ψt(Σηt) = Σω × {t}. Nous pouvons maintenant de´finir pre´cisement la
notion de de´formation a` type ŜL constant, ou encore de de´formation ŜL -e´quisingulie`re,
par les proprie´te´s suivantes :
1. η est une de´formation e´quire´ductible de ω,
2. F˜η est t.f.-triviale le long de chaque composante irre´ductible de Ση, c’est a` dire
qu’en chaque point c de Σω ⊂ Ση il existe un diffe´omorphismes φc du germe
(Mη, c), sur le germe (Mω × P, (c, 0)), fibre´ au dessus de P , t.f. le long de Dη
et tel que φ∗c F˜ωcste = F˜η,
3. pour chaque composante irre´ductible D de Dω = π−1η (0) ∩ Dη, il existe une
famille analytique de diffe´omorphismes formels d’une variable φt(z), φt(0) = 0 ,
telle que pour t assez petit on ait :
τφt ◦ Ĥηt , D = Ĥω ,D , ◦Ψt ∗ ,
avec τφt(g) := φt ◦g ◦φ
−1
t , et Ψt ∗ de´signant l’automorphisme induit par (4) sur
les groupes fondamentaux conside´re´s.
La ”classification locale en ω ” sera acheve´e si l’on obtient une de´formation η de ω
qui est ŜL -verselle dans le sens suivant :
– η est ŜL -e´quisingulie`re et toute de´formation ŜL -e´quisingulie`re η′ est t.f. con-
jugue´e a` une de´formation qui s’e´crit λ∗η ou` λ(x, y, t) = (x, y, λ(t) et λ est un
germe d’application holomorphe de l’espace des parame`tre de η dans celui de (η′.
• Les singularite´s de type formel fini (t.f.f.). Conside´rons d’abord la situation
infinite´simale. Le faisceau (de base Dω) essentiel, de´crit en (4.3.1 ), est le quotient
T̂
F˜ω
= B̂
F˜ω
/
X̂
F˜ω
du faisceau des germes aux points de Dω des champs de vecteurs t.f. basiques pour
Fω par le sous-faisceau des champs tangents a` F˜ω. On appellera de´formation in-
finite´simale de ω tout e´lement de l’espaceH1
(
U ; B̂
F˜ω
)
, ou` U de´signe un recouvrement
distingue´ du diviseur Dω, i.e. ses ouverts sont de deux types : l’intersection de Dω avec
un petit polydisque de coordonne´es centre´ en un point singulier de F˜ω , ou bien une
composante irre´dictible de Dω e´pointe´e de toutes les singularite´s de F˜ω qu’elle portait.
Les conditions 2. et 3. ci-dessus donnent, pour toute de´formation ŜL -e´quisingulie`re η
de ω d’espace de parame`res (Cp, 0), des germes φU de diffe´omorphismes t.f. le long de
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chaque U ∈ U , qui trivialisent F˜η. La non-trivialite´ au premier ordre de η est de´crite
par ”l’application de´rive´e a` l’origine” suivante, explicite´e en (66) :
(5)
[
∂Fη
∂t
]
t=0
: T0C
p −→ H1
(
U ; B̂
F˜ω
)
, Z 7−→
[(
∂φV ◦ φ
−1
U
∂t
)
t=0
· Z
]
.
Nous montrons en (4.5.2) que toute application line´aire de T0Cp dans H1
(
U ; B̂
F˜ω
)
peut eˆtre re´alise´e comme la de´rive´e (5) d’une de´formation ŜL -e´quisingulie`re η d’espace
de parame`tre (Cp, 0). De´finissons :
– ω est de type formel fini, t.f.f. en abre´ge´, si β̂(ω) := dimCH
1
(
U ; B̂
F˜ω
)
est fini.
Nous devrons souvent nous limiter a` la classe des 1-formes ω qui satisfont la proprie´te´
suivante : si tous les groupes d’holonomies HD,ω := Im(HD,ω) sont finis, alors
il existe un point singulier c ∈ Sing(F˜ω) en lequel F˜ω ne posse`de pas de germe
d’inte´grale premie`re t.f.. Une telle 1-forme sera dite bonne. L’e´nonce´ suivant regroupe
les the´ore`mes (4.5.2) et (4.6.3)
The´ore`me principal 1. Soit ω bonne. Alors :
1. ω est t.f.f. si et seulement si ω posse`de une de´formation ŜL -verselle ;
2. une de´formation η de ω est ŜL -verselle si et seulement si l’application de´rive´e[
∂Fη
∂t
]
t=0
est surjective.
La condition ”ω bonne” peut vraissemblablement eˆtre affaiblie, au prix de de´velop-
pements plus longs. Mais le principal inte´teˆt de cette condition est de permettre un
calcul simple de β̂(ω). De manie`re pre´cise, en (5.2) nous associons a` ω un arbre
bicolore´, partiellement oriente´ et ponde´re´ N∗(ω), appele´ nerf complet de ω. Il se
construit de manie`re simple a` partir seulement de l’invariant ŜL (ω). Notons :
τ̂ (ω) := dimCH
1
(
U ; T̂
F˜ω
)
et δ̂(ω) := dimCH
1
(
U ; X̂
F˜ω
)
et de´signons par Ĉ(ω) l’espace topologique obtenu a` partir de N̂∗(ω) en contractant
et en identifiant a` un seul et meˆme point touts les sommets et areˆtes de poids 0. Nous
montrons :
The´ore`me principal 2. Soit ω bonne. Alors :
1. ω est t.f.f. si et seulement si la partie rouge de N∗(ω) est connexe et re´pulsive ;
2. β̂(ω) ≤ δ̂(ω) + τ̂ (ω) et l’e´galite´ est re´alise´e de`s que ω est de deuxie`me espe`ce
(3.1.4) sans facteur inte´grant formel.
3. δ̂ (ω) =
∑
c
(νc−1) (νc−2)
2 ou` c parcourt l’ensemble de tous les points singuliers
apparaissant dans la re´duction (42) de ω et νc de´signe la multiplicite´ de l’e´clate´
divise´ de ω au point c.
4. τ̂(ω) = rangZH1
(
Ĉ(ω) ; Z
)
.
MODULES FORMELS DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 9
Lorsque ω est de deuxie`me espe`ce δ̂(F) est e´gal a` la dimension de la strate a` µ-cons-
tant de l’union des se´paratrices formelles de ω, c.f. (3.1.8).
Ce proce´de´ combinatoire permet aussi d’expliciter une base de H1
(
U ; T̂
F˜ω
)
.
Cette pre´cision permet de voir que pour toute de´formation ŜL -e´quisingulie`re η
d’une 1-forme bonne ω de base quelconque (Cp, 0), ”les familles de de´formations
infinite´simales” forment un ÔCp,0-module de type fini. Plus pre´cise´ment de´signons
par B̂v
F˜η
le faisceau de base Dω ⊂ Dη des germes aux points de Dω de champs de
vecteurs de Mη qui sont verticaux et basiques pour F˜η.
The´ore`me de pre´paration. Si ω est bonne et t.f.f., alors H1
(
U ; B̂v
F˜η
)
un
ÔCp,0-module de type fini, qui est libre lorsque ω ne posse`de pas de facteur inte´grant
formel.
Ce the´ore`me enonce´ en (4.6.4) et montre´ en (5.6) est un ingre´dient indispensable
a` la de´monstration du the´ore`me principal 1. Sa de´monstration ne peut pas se faire
par des arguments de ge´ome´trie analytique, car le faisceau B̂v
F˜η
n’est pas un fais-
ceau de modules sur le faisceau des fonctions t.f.. Elle utilise le caracte`re constructif
de la de´monstration du the´ore`me principal 2, qui permetd’expliciter des bases de
de´formations infinite´simales. Ainsi le she´ma logique de ce papier est :
The´ore`me principal 2 =⇒ The´ore`me de pre´paration =⇒ The´ore`me principal 1 .
Nous examinons aussi la ge´ne´ralite´ de ces re´sultats. Nous de´crivons d’abord
l’ensemble Ê2 des 1-formes formelles de deuxie`me espe`ce, en le stratifiant par ”strates
d’e´quisingularite´”. Chaque srate est pro-constructible de codimension finie, cf. the´o-
re`me (6.1.2). Nous montrons ensuite le the´ore`me suivant qui est pre´cise´ en (6.2.2) :
The´ore`me principal 3. L’ensemble Ê2 et le sous ensemble Êtff des ω ∈ Ê qui sont
t.f.f sont des ouverts de la topologie de Krull. De plus Ê2tff est Krull-dense dans Ê
2.
Plan de l’article
Chapitre 1. Les techniques de construction de de´formations, de type Kodaira-
Spencer, vont consister a` decouper F˜ω le long des ouverts d’un recouvrement adapte´
U , puis a` effectuer des recollements t.f. le long des intersections de ces ouverts. La
premie`re obstruction rencontre´e vient du caracte`re formel de la varie´te´ ainsi obtenue.
L’objet de ce chapitre est de lever cette obstruction : les the´ore`mes de stabilite´ (1.4.8)
et de de´termination finie (1.4.6) expriment, ”avec controˆle des jets”, la proprie´te´
suivante
– toute varie´te´ formelle obtenue a` partir de Mω par recollement t.f. est t.f. iso-
morphe a` une varie´te´ holomorphe, qui est la cˆıme d’un arbre de meˆme arbre dual
que ω.
10 J.-F. MATTEI & E. SALEM
Ce chapitre est technique. Nous sugge`rons de limiter une premie`re lecture au vocab-
ulaire ne´ce´ssaire a` l’ennonce´ des the´ore`mes (1.4.8) et (1.4.6).
Chapitre 2. Nous de´veloppons une technique tre`s ge´ne´rale de construction de
de´formations ŜL -e´quisingulie`res. La notion cle´ est celle de syste`me semi-local cohe´rent
(2.3.5). Elle permet d’e´tablir un the´ore`me de re´alisation de de´formation ŜL -e´qui-
singulie`res (2.3.6), avec controle des jets de la 1-forme de´finissant la de´formation.
Chapitre 3. Nous de´gageons l’importante classe des 1-formes de deuxie`me espe`ce,
pour lesquelles l’equire´duction d’une de´formation est e´quivalente a` la constance de
l’arbre dual ponde´re´ par les auto-intersections, cf. le the´ore`me (3.2.3). Le the´ore`me
(3.1.9) donne des condition e´quivalentes tre`s simples qui caracte´rise cette classe.
Chapitre 4. Nous introduisons la notion de ŜL -e´quisingularite´, de de´formation
infinite´simale et, apre`s avoir donne´ des techniques de construction de de´formations,
nous prouvons le the´ore`me principal 1 en admettant le the´ore`me de pre´paration.
Chapitre 5. Nous prouvons le the´ore`me principal 2, puis le the´ore`me de pre´pa-
ration.
Chapitre 6. Nous stratifions l’espace de formes de deuxie`me espe`ce et nous mon-
trons le the´ore`me principal 3.
1. Pre´liminaires sur les arbres d’e´clatements
L’objet de ce chapitre est de prouver des proprie´te´s de ”stabilite´” et de ”de´termi-
nation finie” pour des espaces obtenus a` partir de C2 par une succession d’e´clatements
ponctuels au dessus de 0, The´ore`mes (1.4.6) et (1.4.8).
1.1. Arbres et arbres duaux. — Nous appelons ici arbre au dessus d’une varie´te´
holomorphe connexe Q de dimension p la donne´e d’un diagramme commutatif AQ :
(6)
Mh −→ · · · −→ Mj
Ej
−→ Mj−1 −→ · · ·
E1
−→ M0
π
−→ Q⋃ ⋃ ⋃ ⋃
Σh −→ · · · −→ Σj −→ Σj−1 −→ · · · −→ Σ0⋃ ⋃ ⋃ ⋃
Sh −→ · · · −→ Sj −→ Sj−1 −→ · · · −→ S0
ou`, pour chaque j = 0, . . . , h : Mj est une varie´te´ analytique complexe lisse de di-
mension 2 + p appele´e je`me espace e´clate´, Σj est un sous-ensemble analytique ferme´
de Mj de dimension p appele´ je`me lieu de singularite´s, Sj est une sous-varie´te´ ana-
lytique lisse ferme´e (non ne´cessairement connexe) de Σj de dimension p appele´ je`me
centre d’e´clatement, e´ventuellement Sh peut eˆtre vide, et tels que, en notant
Ej := E
0 ◦ · · · ◦ Ej , πj := π ◦ Ej , D
j := E−1j (S
0), ,
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avec j = 0, . . . , h, on ait :
0. π est une submersion,
1. chaque Ej+1 est l’application d’e´clatement de centre Sj ,
2. chaque Sj est une union de composantes irre´ductibles de Σj et Σ0 = S0 ,
3. chaque Σj est contenu dans Dj et la restriction de πj a` Σj est propre a` fibres
finies,
4. pour chaque j = 1, . . . , h la restriction de πj a` chaque composante connexe de
Sj est un biholomorphisme sur Q .
De´finition 1.1.1. — Nous dirons que l’arbre AQ est re´gulier si chaque Σj est lisse
et la restriction de πj a` chaque composante connexe de Σ
j est un biholomorphisme
sur Q .
Nous noterons
(7) AQ = (M
j , Ej ,Σj , Sj , πj ,D
j )j=0,...,h .
L’entier h s’appelle la hauteur de l’arbre, la varie´te´M0 son socle,Mh sa cime et Dj
le je`me diviseur exceptionnel. Pour simplifier nous de´signerons les donne´es de cime
de la manie`re suivante :
(8) M˜ :=Mh , Σ˜ := Σh , D˜ := Dh , E˜ := Eh , π˜ := πh .
On de´finit l’image inverse de AQ par une application holomorphe λ d’une varie´te´
holomorphe Q′ dans Q , comme le diagramme λ⋆AQ obtenu de manie`re naturelle a`
partir de (6) par produits fibre´s de λ et des πj . C’est un arbre au dessus de Q
′. En
particulier lorsque Q′ se re´duit a` un seul point t ∈ Q cette ope´ration donne la fibre
de AQ au dessus de t, c’est a` dire l’arbre note´ :
(9) AQ(t) = (M
j
t , E
j
t ,Σ
j
t , S
j
t , πj,t ,D
j
t )j=0,...,h ,
qui s’obtient en restreignant les espaces et les applications du diagramme (6) aux
fibres π−1j (t) . En particulier Σ
0
t = S
0
t est re´duit a` un point.
Fixons un point t0 de Q . Nous appellerons germe de AQ au dessus de (Q, t0) le
diagramme obtenu a` partir de (6) en remplac¸ant pour chaque j = 1, . . . , h les espaces
et les applications par leurs germes le long des diviseurs exceptionnels Djt0 ⊂ D
j de
AQ(t0) et, pour j = 0 , en remplac¸ant M0 et Σ0 = S0 et par leurs germes au point
{m0} := Σ0t0 = S
0
t0 .
Deux germes d’arbres au dessus de P := (Cp, 0) de meˆme hauteur h
AP = (M
j , Ej ,Σj , Sj , πj ,D
j )j , A
′
P = (M
′j , E′
j
,Σ′
j
, S′
j
, π′j ,D
′j )j
sont dits isomorphes, resp. home´omorphes, s’il existe le long de chaque diviseur Dj0
de AP (0) des germes de biholomorphismes, resp. d’home´omorphismes
φj : (M
j ,Dj0 ) −→ (M
′j ,D′
j
0 ) , j = 0, . . . , h
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qui envoient lieux singuliers sur lieux singuliers, centres sur centres et commutent aux
applications d’e´clatement et respectent les fibrations sur P , i.e.
φj(Σ
j) = Σ′
j
, φj(S
j) = S′j , E′
j
◦ φj = φj−1 ◦ E
j , π′j ◦ φj = πj ,
avec j = 0, . . . , h . Nous noterons :
φ
•
: AP
∼
→ A′P , φ• := (φj)j=0,...,h .
Un arbre dual A∗ est un graphe fini connexe, sans cycle, ponde´re´ en associant
un nombre entier a` chaque sommet et fle´che´ en associant des fle`ches en nombre fini
a` certains sommets. Le nombre v(s) de fle`ches et d’areˆtes attache´es a` un sommet s
s’appelle la valence de s et l’ensemble Ad(s) de ces fle`ches et areˆtes s’appelle ensemble
des e´le´ments adjacents a` s . De meˆme, l’ensemble (constitue´ de 2, resp. 1 e´le´ments)
des sommets sur lesquels s’attache une areˆte, resp. une fle`che, note´e b , se note Ad(b)
et est appele´ ensemble des e´le´ments adjacents a` b .
De´finition 1.1.2. — Un arbre dual A∗ est dit associe´ a` un germe d’arbre AP s’il
existe une correspondance biunivoque entre les composantes irre´ductibles du diviseur
D˜ de la cime M˜ de AP et les sommets de A∗ ,
D→ s(D) ou D(s)← s ,
telle que :
– deux sommets s et s′ de A∗ sont relie´s par une areˆte si D(s) ∩D(s′) 6= ∅ ,
– le nombre de fle`ches attache´es a` un sommet s de A∗ est e´gal au nombre de com-
posantes irre´ductibles de D(s)∩ Σ˜ qui ne sont pas des composantes irre´ductibles
du lieu singulier de D˜ ,
– chaque sommet s de A∗P est ponde´re´ par la premie`re classe de Chern e(s) ∈
H2(D(s) ,Z) ≃ Z du fibre´ normal a` D(s) dans M˜ .
Un tel arbre dual est unique. Il se notera A∗P . Rappelons sans de´monstration
quelques proprie´te´s bien connues. Soient AP , et A
′
P deux germes d’arbres et notons
M˜, resp. M˜′ leurs cimes, D˜, resp. D˜′ leurs diviseurs de cime, Σ˜, resp. Σ˜′ et S˜, resp.
S˜′ leurs lieux de singularite´s et leurs centres de cime. De´signons aussi par D˜0 , resp.
par D˜′0 les diviseurs de cimes de AP (0), resp. de A
′
P (0) .
Proposition 1.1.3. — Soit φ˜ : (M˜, D˜0)
∼
→ (M˜′, D˜′0) un germe de biholomor-
phisme, resp. d’home´omorphisme au dessus de P ve´rifiant :
(10) φ˜(D˜) = D˜′ , φ˜ (Σ˜) = Σ˜′ φ˜( S˜) = S˜′ .
Alors AP et A′P ont meˆme hauteur h et φ˜ induit un isomorphisme, resp. un home´-
omorphisme de germes d’arbres φ
•
: AP
∼
−→ A′P tel que φh = φ˜ .
Proposition 1.1.4. — Supposons AP et A′P re´guliers. Les assertions suivantes sont
e´quivalentes :
1. AP et A
′
P sont home´omorphes,
2. Il existe un germe φ˜ : (M˜, D˜0)
∼
→ (M˜′, D˜′0) d’home´omorphisme au dessus de
P qui satisfait (10),
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3. A∗P = A
′
P
∗
.
1.2. Arbres infinite´simaux et rele`vements. — Arbres et arbres duaux Une
ponde´ration e´quivalente des sommets de l’arbre dual d’un germe d’arbre AP de hau-
teur h au dessus de P , note´ encore (6), est la ”ponde´ration alge´brique” D 7−→ m(D).
Avant de la de´finir, fixons quelques notations. Pour chaque niveau j = 0, . . . , h
de´signons par :
O(j) la restriction au j-e`me diviseur exceptionnel D
j
0 ⊂ D
j ⊂ Mj de
l’arbre AP (0), du faisceau OMj des germes de fonctions holomorphes
de Mj , i.e. O(j) = ι
−1
j (OMj ) ou` ιj : D
j
0 →֒ M
j est l’application
d’inclusion ; pour j = 0 , π−1(0) ∩ Σ0 est re´duit a` un point m0 et
O(0) est l’anneau OM0,m0 des germes de fonctions holomorphes en
ce point,
Ij le faisceau d’ide´aux de O(j) forme´ des germes qui s’annulent sur le
diviseur Dj , j ≥ 1 ,
I0 l’ide´al de l’anneau O(0) forme´ des germes de fonctions qui s’annulent
sur Σ0 = S0 ,
J(j) le faisceau d’ide´aux Ej
∗(I0) ⊂ O(j) , qui est localement engendre´ par
les fonctions du type f ◦ Ej , f appartenant a` l’ide´al I0 ⊂ OM0 ,
J(0) = I0 .
Pour une re´union finie D′ de composantes irre´ductibles de Dj , on notera
ID′ le sous-faisceau d’ide´aux de O(j) forme´ des germes qui s’annulent sur
D′ .
Enfin, pour simplifier, nous noterons :
(11) J˜ := J(h) , O˜ := O(h) I˜ := ID˜ .
Visiblement J(j) se de´compose de la manie`re suivante :
(12) J(j) =:
∏
D∈comp(Dj)
ID
m (D) , j = 1, . . . , h ,
ou` comp(Dj) de´signe la collection des composantes irre´ductibles de Dj et les ex-
posants m (D) se calculent par le proce´de´ tre`s simple suivant qui ne de´pend que de
l’arbre dual associe´ a` AP :
– m (D1) = 1 ,
– siD′ ⊂ Dj est le transforme´ strict d’une composanteD de Dj−1 , alorsm (D′) =
m (D) ,
– si D′ est cre´e´ par un e´clatement de centre connexe C ⊂ Sj−1 , alors m (D′) est
la somme des ”multiplicite´s” m (D) des composantes irre´ductibles D de Dj−1
qui contiennent C .
Lemme 1.2.1. — Pour tout j = 0, . . . , h, les proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es :
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1. les applications Ej induisent les isomorphismes :
H0(Dj0; J (j)) ≃ I0 ≃ H
0(Dj0; IDj ) .
2. a) H1(Dj0; O(j)) = 0 , b) H
1(Dj0; J (j)) = 0 ,
3. a) H2(Dj0; O(j)) = 0 , b) H
2(Dj0; J (j)) = 0 ,
De´monstration. — Les proprie´te´s 1) de´coulent directement du the´ore`me classique
d’Hartogs. La de´monstration de 2.a) se fait aise´ment par re´currence sur la hauteur h
de l’arbre ; au premier cran c’est un calcul simple de se´ries de Laurent. L’induction
se fait a` l’aide de la suite exacte de Mayer-Vietoris. La proprie´te´ 2.b) de´coule de 2.a)
car les faisceaux J(j) sont engendre´s par leurs sections globales. Les proprie´te´s 3.a)
et 3.b) re´sultent de l’existence de recouvrements de Stein sans intersection trois a`
trois.
Conside´rons pour chaque j = 0, . . . , h et k ∈ N les espaces annele´s suivants.
Ils s’interpre`tent en conside´rant les k-ie`mes voisinages infinite´simaux (5) de chaque
diviseur Dj dans Mj , puis en germifiant le long du j-ie`me diviseur Dj0 ⊂ D
j de
AP (0) .
(13) Mj
[k]
:=
( ∣∣∣Mj [k]∣∣∣ := Dj0 ; OMj [k] := O(j)/J k+1(j) ) .
D’apre`s ce qui pre´ce`de les germes des applications d’e´clatement Ej ainsi que π se
factorisent en des morphismes d’espaces annele´s :
Ej
[k]
:Mj
[k]
−→Mj
[k−1]
et π[k] :M0
[k]
−→ P .
On obtient ainsi un germe d’arbre infinite´simal au dessus de P , c’est a` dire le dia-
gramme commutatif :
M˜[k] := Mh
[k]
−→ · · · −→ Mj
[k] Ej
[k]
−→ Mj−1
[k]
−→ · · ·
E1
[k]
−→ M0
[k] π[k]
−→ P⋃ ⋃ ⋃ ⋃
Σh −→ · · · −→ Σj −→ Σj−1 −→ · · · −→ Σ0⋃ ⋃ ⋃ ⋃
Sh −→ · · · −→ Sj −→ Sj−1 −→ · · · −→ S0
Nous de´signons par A
[k]
P ce diagramme et notons : π
[k]
j := π
[k] ◦ Ej
[k] .
Lemme 1.2.2. — Conside´rons une composante irre´ductible D de Dj cre´e´e par
l’e´clatement d’une composante irre´ductible S de Sj−1 et notons D0 := D ∩ D
j
0 et
{s0} := S ∩ D
j−1
0 . Soit τ :
(
Mj
[k]
, D0
)
→
(
C2 × P, 0
)
un germe le long de D0 de
morphisme au dessus de P dont l’application sous-jacente envoie D sur {0} × P .
Alors τ se factorise a` travers Ej
[k]
en un germe de morphisme
τ ♭ :
(
Mj−1
[k]
, s0
)
−→
(
C2 × P, 0
)
(5)Remarquons que la notion de voisinage infinite´simal est ici relative a` la filtration par les puissances
du faisceau d’ide´aux J(j) de O˜(j) .
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au dessus de P qui induit un germe de biholomorphisme de (S, s0) sur ({0} × P, 0) .
De´monstration. — Le morphisme τ est entie`rement de´termine´ par les images
f := τ∗(x) , g := τ∗(y) ∈ H0
(
D0 ; OMj [k]
)
des deux premie`res coordonne´es de C2 × P par le co-morphisme
τ∗ : OC2×P, 0 −→ τ∗
(
OMj [k]
)
.
On de´duit facilement des e´galite´s 2.b) et 3.b) de (1.2.1) que f et g sont induites par
des sections globales F , G ∈ H0 (D0 ; OMj ) nulles sur D . Par le the´ore`me d’Hartogs
elles se factorisent en des germes F ♭ , G♭ ∈ OMj−1, s0 nuls sur S . On de´finit alors τ
♭
en prenant respectivement pour τ ♭
∗
(x) et τ ♭
∗
(y) les restrictions de F ♭ et de G♭ a`
Mj−1
[k]
.
La proposition suivante peut eˆtre conside´re´e comme une version infinite´simale de
la proposition (1.1.3).
Proposition 1.2.3. — Soit φ˜ : M˜[k] −→ M˜′[k] un morphisme entre les cimes de
deux germes d’arbres infinite´simaux A
[k]
P et A
′[k]
P . Supposons que φ˜ induise un germe
le long de D˜0 , note´ |φ˜| , de biholomorphisme entre les diviseurs de cime D˜ et D˜′
et ve´rifie (10). Il existe alors un isomorphisme de germes d’arbres infinite´simaux
φ• : A
[k]
P −→ A
′
P
[k]
tel que φh = φ˜ , ou` h de´signe la hauteur (commune) de ces arbres.
De´monstration. — L’application |φ˜| transforme les composantes de D˜ de poids−1, au
sens de (1.1), en les composantes de poids−1 de D˜′ , car le voisinage infinite´simal d’une
composante de´termine son fibre´ normal. Ainsi Ψ := E′
h[k] ◦ |φ˜| envoie sur S′h− 1
la re´union D˜” :=
(
Eh
)−1
(Sh−1) des dernie`res composantes cre´e´es de D˜ . Comme
M′h−1 est analytiquement trivial le long de chaque composante S′ de S′h− 1 ,
(M′
h−1
, S′)
∼
−→ (C2 × P, 0× P ) ,
d’apre`s le the´ore`me de contraction de Grauert [1], on peut appliquer le lemme
pre´ce´dent a` Ψ et, au voisinage de D”, factoriser φ˜ dans Mh−1
[k]
par Eh
[k]
. Sur
M˜ − D˜” le morphisme Eh est un isomorphisme et la factorisation de φ˜ existe
trivialement. Elle est unique et se recolle ainsi avec celle construite au voisinage de
D” . D’ou` la conclusion par re´currence sur h .
Les diffe´omorphismes au dessus de P entre les socles M0 et M′0 de deux germes
d’arbres AP et A′P ne se rele`vent pas en ge´ne´ral aux espaces e´clate´s M
j et M′j .
Cependant, lorsqu’un releve´ existe, il est unique. Cette dernie`re proprie´te´ est en
de´faut lorsqu’il s’agit de relever un isomorphisme M0
[k] ∼
−→ M′0
[k]
de voisinages
infinite´simaux.
De manie`re ge´ne´rale conside´rons un biholomorphisme f entre deux varie´te´s lisses
au dessus d’une varie´te´ Q,
f :M
∼
−→M ′ , π :M −→ Q , π′ :M ′ −→ Q .
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Supposons que π et π′ sont des submersions et que l’on a π′ ◦ f = π . Un calcul
direct en coordonne´es permet de voir que f se rele`ve de manie`re unique a` travers des
e´clatements
E : M˜ −→M , E′ : M˜ ′ −→M ′
de centres lisses connexes, respectivement C ⊂M et C′ ⊂ M ′ , de`s que C et C′ sont
isomorphes a` Q via π et π′ et que f(C) = C′ . De plus le rele`vement f˜ : M˜ −→ M˜ ′
est unique et est un biholomorphisme. On voit facilement que le k-jet, jkD(f˜) ,
de f˜ le long de D := E−1(C) ne de´pend que du (k + 1)-jet, jk+1C (f) , de f le
long de C . Cependant jkC(f) ne suffit pas a` determiner j
k
D(f˜). Ainsi l’application
f [k] : M [k] −→ M ′[k] induite par f sur les voisinages infinite´simaux d’ordre k de
C et C′ admet une infinite´ de releve´s f˜ [k] : M˜ [k] −→ M˜ ′
[k]
sur les voisinages in-
fite´simaux d’ordre k de D et D′ := π′
−1
(C′) dont les restrictions a` M˜ [k−1] co¨ıncident.
A l’aide de ces remarques ge´ne´rales il est aise´ de prouver le lemme suivant.
Lemme 1.2.4. — Conside´rons deux germes d’arbres AP et A′P au dessus de P et
A
[k]
P , A
′
P
[k]
les germes d’arbres infinite´simaux respectifs induits. Soit Φ
•
, Ψ
•
: A
[k]
P
∼
→
A′P
[k]
deux isomorphismes au dessus de P . Pour l < k notons Φ[l]
•
et Ψ[l]
•
leurs
restrictions a` A
[l]
P et A
′
P
[l]
. Si, pour un r < k et un j0 < k − r , l’e´galite´ Φj0 = Ψj0
est ve´rifie´e, alors on a : Φ
[k−r]
j0+r
= Ψ
[k−r]
j0+r
.
Proposition 1.2.5. — Soit Φ0 : M0
∼
→ M′0 un diffe´omorphisme au dessus de P
entre les socles de deux germes d’arbres AP et A′P de meˆme hauteur h , avec Φ0(S
0) =
S′
0
. Si l’isomorphisme induit Φ0
[h] : M0
[h] ∼
→M′0
[h]
se rele`ve en un isomorphisme
d’arbres infinite´simaux Ψ
•
: A
[h]
P
∼
→ A′P
[h]
, Ψ0
[h] = Φ0
[h] , alors Φ0 se rele`ve aussi en
un unique isomorphisme de germes d’arbres Φ
•
: AP
∼
→ A′P et Φ•
[h] = Ψ
•
.
De´monstration. — Raisonnons par re´currence sur la hauteur h des arbres. On a vu
que Φ0 se rele`ve en un diffe´omorphisme Φ1 : M
1 ∼→ M′1 , puisque Φ0(S
0) = S′
0
.
D’apre`s (1.2.4) on a Φ1
[h−1] = Ψ1
[h−1] . En particulier au niveau ensembliste, la
restriction de Φ1 au diviseur D1 est e´gale a` l’application |Ψ1| induite par Ψ1 sur D1 .
Ainsi, puisque Ψ
•
est un isomorphisme d’arbres infinite´simaux, on a aussi : Φ1(Σ
1) =
Σ′
1
et Φ1(S
1) = S′
1
. Ceci prouve la proposition pour h = 1 . Lorsque h > 1, on
applique l’hypothe`se de re´currence a` chaque germe de Φ1 le long d’une composante
irre´ductible de S1 .
1.3. Les faisceaux de diffe´omorphismes transversalement formels. — De´si-
gnons encore par AP un germe d’arbre au dessus de P et conservons les notations
(6), (7), (8), (9), (11) et (13).
En chaque point m du diviseur de cime D˜0 ⊂ D˜ de l’arbre AP (0) conside´rons les
germes d’automorphismes holomorphes de M˜ , resp. M˜[k] , qui commutent avec π˜
resp. π˜[k] , valent l’identite´ en restriction a` la cime M˜0 ⊂ M˜ de AP (0) et laissent
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invariant le germe de D˜ en m. On obtient ainsi des faisceaux de groupes de base D˜0 .
Nous les noterons :
(14) GAP ou encore G , resp. G
[k]
AP
ou encore G[k] .
Les sections de ces faisceaux respectent d’apre`s (12) le faisceau d’ide´aux J˜ := J (h)
de´fini en (11). On dispose ainsi pour 0 ≤ l ≤ k, de morphismes de restrictions
ρl : G −→ G
[l] , ρkl : G
[k] −→ G[l] , 0 ≤ l ≤ k .
Les faisceaux de base D˜0 des germes d’automorphismes l-tangents a` l’identite´ le long
de D˜ de´finis par
(15) Gl := ker(ρl) et G
[k]
l := ker(ρ
k
l )
forment des faisceaux de sous-groupes distingue´s de G et de G[k] . En particulier G0
est forme´ des e´le´ments de G qui valent l’identite´ en restriction a` D˜ .
On appelle faisceau des germes d’automorphismes transversalement formels le long
de D˜, respectivement transversalement formels et l-tangents a` l’identite´ le long de D˜
les limites projectives
(16) Ĝ := lim←−
k
G[k] , Ĝl := lim←−
k≥l
G
[k]
l .
On dispose encore de projections canoniques ρ̂l : Ĝl −→ Ĝ
[k]
l .
Remarque 1.3.1. — On aurait aussi pu filtrer O˜ par les puissances du faisceau
d’ide´aux I
D˜
de´fini en (1.2) et poser
M˜[[k]] :=
(
D˜0 ; OM˜/I˜
k+1
)
,
̂̂
G := lim←−
k
G[[k]] ,
ou` G[[k]] est le faisceau des germes, aux points de D˜0 , d’automorphismes de M˜[[k]]
qui valent l’identite´ sur M˜0 et commutent aux projections sur P . Comme d’apre`s
(12) ces deux filtrations sont e´quivalentes, les faisceaux
̂̂
G et Ĝ sont canoniquement
isomorphes. De meˆme les sous-faisceaux
̂̂
Gl ⊂
̂̂
G de´finis de manie`re similaire sont
canoniquement isomorphes a` Ĝl .
Remarque 1.3.2. — En un point re´gulierm de D˜0 , dans un syste`me de coordonne´es
locales (z1, z2; t1, . . . , tp) dans lesquelles D˜ = {z1 = 0 } , π˜ = t := (t1, . . . , tp) et
J˜,m = (zr1) , les e´le´ments de la fibre Ĝl, m de Ĝl s’identifient aux couples (F1, F2) de
se´ries formelles en z1
Fj = zj + z
r (l+1)
1
∞∑
k=0
Aj, k(z2; t) z
k
1 , j = 1, 2 ,
dont les coefficients Aj, k sont des fonctions holomorphes sur un voisinage commun
de m dans D˜ . Lorsque m est un point singulier de D˜0 avec D˜ = {z1z2 = 0 } et
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J˜,m = (zr1z
s
2) , alors les e´le´ments de Ĝl, m s’identifient aux couples (F1, F2) avec
Fj = zj + (z
r
1z
s
2)
l+1
∞∑
k=0
(
A1j, k(z1; t) +A
2
j, k(z2; t)
)
(z1z2)
k , j = 1, 2 ,
les coefficients Arj, k de ces se´ries e´tant encore holomorphes sur un meˆme voisinage de
m dans D˜ . Cette dernie`re e´criture est bien suˆr unique si l’on exige que A21, k(0; t) ≡
A22, k(0; t) ≡ 0 . On de´duit imme´diatement de ces e´critures que, si l’on se donne pour
chaque l ∈ N un e´le´ment Φl de Ĝl,m, les suites
Φn := Φ
n ◦ · · · ◦ Φ0 et Ψn := Φ
0 ◦ · · · ◦ Φn
convergent dans Ĝ,m , pour la topologie ID˜-adique. D’autre part tout e´le´ment de Ĝ,m
est limite de telles suites et, Φ0, . . . ,Φs e´tant construits, (Φs+1) est unique modulo
Is+2
D˜
.
1.4. The´ore`mes de stabilite´ et de de´termination finie. — Nous conservons
les notations du paragraphe pre´ce´dent.
De´finition 1.4.1. — Nous appelons donne´es critiques d’un germe d’arbre AP au
dessus de P l’ensemble C (AP ) dont les e´le´ments, appele´s ensembles critiques sont :
1. les points de l’ensemble singulier de cime Σ˜0 de l’arbre AP (0) ,
2. les composantes connexes du comple´mentaire de Σ˜0 dans le diviseur exception-
nel de cime D˜0 de AP (0) ;
On appelle donne´es critiques de dimension 0, resp. de dimension 1, et on note
C0 (AP ), resp. C1 (AP ) les ensembles des donne´es critiques du type 1. ou 2.. Deux
ensembles critiques seront dits adjacents si leurs adhe´rences s’intersectent ; on note :
(17)
Ad(K) :=
{
K ′ ∈ C (AP ) ; K ∩K ′ 6= ∅
}
Adi(K) := {K ′ ∈ Ad(K) ; dim(K ′) = i } , i = 0 ou 1 .
De´finition 1.4.2. — Nous appelons recouvrement distingue´ de D˜0 tout recouvre-
ment ouvert U := (Uα)α∈C (AP ) du type suivant :
1. si dim(α) = 1 , on pose Uα := α ,
2. si dim(α) = 0 , Uα est la trace sur D˜0 d’un petit polydisque {|z1| < ε , |z2| < ε} ,
ou` z1 , z2 sont des coordonne´es de M˜0 dans lesquelles D˜0 est monomial et
z1(α) = z2(α) = 0 .
Les proprie´te´s remarquables d’un tel recouvrement, que nous utiliserons constam-
ment, sont : a) les ouverts de U sont de Stein et admettent un syste`me fondamental de
voisinages de Stein dans M˜ et, b) toute intersection 3 a` 3 d’ouverts de U est triviale.
Remarque 1.4.3. — En calculant a` partir des expressions de la remarque (1.3.2),
on voit que si U est un recouvrement distingue´ de D˜0 , pour α ∈ C(AP ) et 0 ≤ l ≤ k
les applications canoniques
G (Uα) −→ G
[k] (Uα) , Ĝ (Uα) −→ Ĝ
[k] (Uα) ,
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Gl (Uα) −→ G
[k]
l (Uα) , Ĝl (Uα) −→ Ĝ
[k]
l (Uα) ,
sont surjectives.
Rappelons qu’e´tant donne´ un faisceau de groupes G et un recouvrement ouvert
localement fini W := (Wi)i∈I de la base de G, on appelle 1-cocycle a` valeurs dans G
et on note (gij) ∈ Z1 (W ;G) toute famille
(gij)(i,j)∈I×ˇI , gij ∈ G(Wi ∩Wj) , I×ˇI := {(i, j) ∈ I
2 ; Wi ∩Wj 6= ∅} ,
telle que gij = g
−1
ji et gij = gikgkj chaque fois que Wi ∩Wj ∩Wk 6= ∅ . Deux 1-cocycle
C := (gij) et C′ := (g′ij) de Z
1 (W ;G) sont dits cohomologues s’il existe un e´le´ment
C0 := (gi) de Z0 (W ;G) :=
∏
i∈I G (Wi) ) tel que
(18) g′ij = gi · gij · g
−1
j .
Nous noterons alors C ≈G C
′ ou plus pre´cise´ment C′ = C0 ⋆ C et nous de´signerons
par [C ]
G
ou par [gij ]
G
la classe d’e´quivalence de C ; lorsqu’aucune confusion n’est
possible nous omettrons l’indice G dans ces notations.
Soit U un recouvrement distingue´ de D˜0 . Nous pouvons associer a` un cocycle
C := (φαβ) ∈ Z1 (U ;Gl) , l ≥ 0 le germe, le long d’une courbe D0, C ≃ D˜0 , de la varie´te´
holomorpheMC obtenue par recollement en quotientant l’union disjointe ⊔α(Vα, Uα)
des germes, le long des Uα, de voisinages Vα de Uα dans la cime M˜ de AP , par la
relation d’e´quivalence
(19) m ∼C m
′ ⇐⇒ il existe (α, β) ∈ C (AP )×ˇC (AP ) tel que
m ∈ Vα , m
′ ∈ Vβ et m
′ = φβα(m) .
Les proprie´te´s des φαβ font que cette varie´te´ est naturellement munie d’un diviseur
DC ⊃ D0, C , d’un germe le long de D0,C de submersion holomorphe πC sur P et d’un
germe le long de D˜0 de plongement
ρC :
(
M˜0 , D˜0
)
→֒ (MC , D0, C)
qui induit un isomorphisme entre les germes
(
M˜0, D˜0
)
et
(
π−1C (0), D0, C
)
. Lorsque
C ∈ Z1 (U ;Gl) , l ≥ 0 on dispose aussi d’un plongement
(20) υ
[l]
C : M˜
[l] →֒ MC , avec πC ◦ υ
[l]
C = π˜
[l] ,
qui induit un isomorphisme entre les diviseurs D˜ ≃ M˜[0] et D˜C . En restriction a` D˜0, C
cet isomorphisme co¨ıncide avec ρC .
Remarque 1.4.4. — Deux cocycles C := (φαβ) et C
′ :=
(
φ′αβ
)
∈ Z1 (U ;G) sont
cohomologues, C′ = C0 ⋆ C avec C 0 := (φα) ∈ Z0 (U ;G) , si et seulement s’il ex-
iste un germe de diffe´omorphisme ΦC 0 : MC
∼
−→ MC′ qui satisfait les relations de
commutation :
πC′ ◦ ΦC 0 = πC , ρC′ = ΦC0 ◦ ρC .
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Le diffe´omorphisme ΦC 0 se construit par recollement des φα : la relation de coho-
mologie exprime la compatibilite´ avec les ”changements de cartes” φαβ . Lorsque C ,
C′ ∈ Z1 (U ;Gl) , pour exprimer la relation de cohomologie dans le faisceau Gl , il faut
rajouter la condition supple´mentaire : ΦC 0 ◦ υ
[l]
C = υ
[l]
C′ .
Donnons nous un 1-cocycle C ∈ Z1 (U ;G) . Pour k ∈ N, de´finissons le germe, le long
de D0, C , du voisinage infinite´simal M
[k]
C de DC dans MC en posant :∣∣∣M[k]C ∣∣∣ := D0, C , OM [k]
C
:= i−10, C
OMC
/ ∏
D∈comp(DC)
(
I
m (D)
C, D
)k+1
ou` i0, C : D0,C →֒ MC est l’application d’inclusion, IC,D est le faisceau sur DC forme´
des germes de fonctions nulles sur une composante irre´ductible D de DC et les
m (D) sont de´finis par la de´composition (12) de J˜ . Lorsque C ∈ Z1 (U ;Gl) , l < k ,
le morphisme υ
[l]
C se factorise clairement en un plongement υ
[l]
C : M˜
[l] →֒ M
[k]
C ,
(i.e. le co-morphisme associe´ a` υ
[l]
C est surjectif). Un calcul direct en coordonne´es
permet de voir que υ
[l]
C se factorise en un isomorphisme υ
[l]
C : M˜
[l] ∼−→M
[l]
C →֒ M
[k]
C .
En reprenant, pour un germe d’arbre quelconque, la de´monstration du lemme
(1.3.1) de [20] qui ne concerne que les arbres produits, on obtient la premie`re af-
firmation du lemme suivant. La seconde affirmation re´sulte directement du fait que
les exposants m (D) ne de´pendent que de l’arbre dual.
Lemme 1.4.5. — Le germe de MC le long de D0,C est biholomorphe au germe
(M˜′ , D˜′0 ) de la cime d’un germe d’arbre A
′
P au dessus de P , qui posse`de le meˆme
arbre dual que AP ,
(MC ,D0,C)
σ
∼
−→ (M˜′, D˜′0)
πCց ւ˜π′
P
De plus le biholomorphisme σ induit pour tout k un isomorphisme σ [k] entre M
[k]
C
et M˜′ [k] .
Fixons un cocycle C := (ξαβ) ∈ Z
1 (U ;G). Comme en (15) notons GC le faisceau de
base D0,C des germes de biholomorphismes de MC qui commutent avec πC , valent
l’identite´ en restriction a` M˜0, C et par GC, k ⊂ GC le sous-faisceau des germes qui
valent aussi l’identite´ en restriction a` M
[k]
C . Conside´rons l’isomorphisme D˜0 ≃ D0, C
comme une identification et sur D˜0 comparons les cohomologies du recouvrement U
a` valeurs dans les faisceaux GC, k et Gk . Pour chaque ouvert Uα de U nous disposons
par construction d’un germe de biholomorphisme uα : (M˜, Uα)
∼
−→ (MC , Uα) ; ce qui
donne les identifications :
κ0 : Z0 (U ;G)
∼
−→ Z0 (U ;GC) , κ
0
k : Z
0 (U ;Gk)
∼
−→ Z0 (U ;GC, k) ,
(Ψα) 7→ (ΨC,α) := (uα∗(Ψα)) :=
(
uα ◦Ψα ◦ u
−1
α
)
MODULES FORMELS DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 21
Pour tout (α, β) ∈ C (AP )×ˇC (AP ) nous disposons de deux germes de diffe´omorphis-
mes uα◦ιαβ et uβ◦ιαβ , ou` ιαβ de´signe le germe d’inclusion (M˜, Uα∩Uβ) →֒ (M˜, D˜0) .
Le recouvrement U n’a pas d’intersection d’ouverts trois a` trois non-triviale. Ainsi,
pour tout faisceau de groupes G sur D˜0 , le groupe Z1(U ; G) s’identifie au groupe
Z
1
(U ; G) :=
∏
(α,β)∈A
G(Uα ∩ Uβ) ,
avec A := {(α, β) ∈ C (AP )×ˇC (AP ) / dimUα < dimUβ } .
Choisissons d’identifier les ensembles de 1-cocycles de la manie`re suivante
κ1 : Z
1
(U ;G)
∼
−→ Z
1
(U ;GC) , κ
1
k : Z
1
(U ;Gk)
∼
−→ Z
1
(U ;GC, k) ,
(Ψαβ) 7→ (ΨC, αβ) := ((uα ◦ ιαβ)∗(Ψαβ)) .
On voit facilement que les relations de cohomologie s’expriment dans les espaces Z
1
par :
(21) (ΨC, αβ) ≈GC
(
Ψ′C, αβ
)
⇐⇒ (Ψαβ ◦ ξαβ) ≈G
(
Ψ′αβ ◦ ξαβ
)
(ΨC, αβ) ≈GC,k
(
Ψ′C, αβ
)
⇐⇒ (Ψαβ ◦ ξαβ) ≈Gk
(
Ψ′αβ ◦ ξαβ
)
The´ore`me de Stabilite´ 1.4.6. — Soient AP un germe d’arbre au dessus de P , de
hauteur h , U un recouvrement distingue´ du diviseur de cime D˜0 de AP (0) et soit G ,
respectivement Gk , k ∈ N , les faisceaux introduits en (1.3). Alors pour tout k ∈ N
les applications suivantes
H1 (U ;Gh) −→ H
1 (U ;G) , [φαβ ]Gh 7→ [φαβ ]G ,
resp. H1 (U ;Gk+h) −→ H
1 (U ;Gk) , [φαβ ]Gk+h 7→ [φαβ ]Gk
sont les applications constantes [φαβ ]Gh 7→ [Idαβ ]G , resp. [φαβ ]Gk+h 7→ [Idαβ ]Gk , ou`
Idαβ de´signe le germe de l’application identite´ le long de Uα ∩ Uβ .
De´monstration. — Donnons nous un 1-cocycle C := (φαβ) ∈ Z1(U ;Gk+h) D’apre`s la
proposition (1.4.5),MC est diffe´omorphe a` la cime d’un germe d’arbre A′P au dessus
de P , σ :MC
∼
−→ M˜′ . Le diffe´omorphisme τ˜ := σ[k+h]◦υ
[k+h]
C : M˜
[k+h] ∼−→ M˜′[k+h]
induit graˆce a` (1.2.3) un isomorphisme d’arbres infinite´simaux
τ
•
: A
[k+h]
P
∼
−→ A′
[k+h]
P , avec τh = τ˜ .
Soit T : M0
∼
−→ M′0 un diffe´omorphisme entre les socles de AP et de A′P in-
duisant τ0 , i.e. T
[k+h] = τ0 . Relevons le (1.2.5) en un (unique) isomorphisme
T
•
: AP
∼
−→ A′P , T0 = T . En comparant T• a` τ• a` l’aide de (1.2.4) on voit
que pour tout j ≤ h , on a T
[k+h−j]
j = τ
[k+h−j]
j . En particulier T
[k]
•
= τ [k]
•
et
H := T−1h ◦ σ :MC
∼
−→ M˜ est un diffe´omorphisme qui vaut l’identite´ en restriction
a` M˜[k] , c’est a` dire (H ◦ υC)[k] = identite´M˜[k] . On conclut alors par (1.4.4) que l’on
a bien [φαβ ]Gk = [Idαβ ]Gk .
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La meˆme de´monstration s’applique aux faisceaux Gh et G .
Corollaire 1.4.7. — Avec les meˆmes notations que dans le the´ore`me ci-dessus,
fixons k ∈ N et un 1-cocycle C := (ξαβ) ∈ Z1 (U ;G) . Alors pour tout C′ := (Ψαβ) ∈
Z1 (U ;Gh) , resp. C′ := (Ψαβ) ∈ Z1 (U ;Gk+h) , il existe (Ψα) ∈ Z0 (U ;G) , resp.
(Ψα) ∈ Z0 (U ;Gk) tel que : Ψαβ ◦ ξαβ = Ψα ◦ ξαβ ◦Ψ
−1
β .
De´monstration. — Conservons les notations de la de´monstration du the´ore`me. Puis-
que le diffe´omorphisme σ donne´ par (1.4.5) induit des diffe´omorphismes σ[k+h] :
M
[k+h]
C
∼
→ M˜′[k+h] , il induit aussi des isomorphismes entre les faisceaux de groupes
GC et GA′
P
, resp. GC, k et GA′
P
,k , de´finis en (14). Appliquons maintenant le the´ore`me
pre´ce´dent a` A′P . Les conclusions de ce the´ore`me se ”traduisent” sur le germe d’arbre
AP a` l’aide de (21). On obtient imme´diatement le re´sultat.
The´ore`me de De´termination Finie 1.4.8. — Soient AP un germe d’arbre
au dessus de P de hauteur h , U un recouvrement distingue´ du diviseur de cˆıme
D˜0 de AP (0) , k ∈ N et G , Ĝ , resp. Gk , Ĝk , les faisceaux (15) des germes de
diffe´omorphismes holomorphes, transversalement formels, resp. holomorphes, trans-
versalement formels k-tangents a` l’identite´, de´finis au chapitre (1.3). Alors pour tout
k ∈ N les applications canoniques suivantes :
1. χ : H1(U ;G) −→ H1(U ;G[h]) , [φαβ ]G 7→ [φ
[h]
αβ ]G[h] ,
2. χk : H
1(U ;Gk) −→ H1(U ;G
[k+h]
k ) , [φαβ ]Gk 7→ [φ
[k+h]
αβ ]G[k+h]
k
,
3. χ̂ : H1(U ; Ĝ) −→ H1(U ;G[h]) , [φαβ ]Ĝ 7→ [φ
[h]
αβ ]G[h]
k
,
4. χ̂k : H
1(U ; Ĝk) −→ H
1(U ;G
[k+h]
k ) , [φαβ ]Ĝk
7→ [φ
[k+h]
αβ ]G[k+h]
k
,
5. χ : H1(U ;G) −→ H1(U ; Ĝ)
∼
→ H1(U ;
̂̂
G) , [φαβ ]G 7→ [φαβ ]Ĝ ,
6. χ
k
: H1(U ;Gk) −→ H1(U ; Ĝk)
∼
→ H1(U ;
̂̂
Gk) , [φαβ ]Gk 7→ [φαβ ]Ĝk
,
sont bijectives.
De´monstration. — Les assertions 5. et 6. de´coulent directement des assertions
pre´ce´dentes. La surjectivite´ de χ , χk , et de χ̂ , χ̂k re´sulte de (1.4.3).
Montrons l’injectivite´ de χk . Donnons nous des e´le´ments (φαβ) et
(
φ′αβ
)
de
Z1(U ;Gk) qui induisent des e´le´ments G
[k+h]
k -cohomologues dans Z
1(U ;G
[k+h]
k )
φαβ
[k+h] = ϕα ◦ φ
′
αβ
[k+h]
◦ ϕ−1β , (ϕα) ∈ Z
0(U ;G
[k+h]
k ) .
Le 0-cocycle (ϕα) provient d’un cocycle (φα) ∈ Z0(U ;Gk) ,
φαβ
[k+h] =
(
φα ◦ φ
′
αβ ◦ φβ
−1
)[k+h]
, φα
[k+h] = ϕα .
Pour obtenir le re´sultat il suffit d’appliquer le corollaire (1.4.7) avec
C := (ξαβ) :=
(
φα ◦ φ
′
αβ ◦ φβ
−1
)
, C′ :=
(
φαβ ◦ ξ
−1
αβ
)
.
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Prouvons maintenant l’injectivite´ de χ̂k . Soient (φαβ) et (φ
′
αβ) ∈ Z
1(U ; Ĝk) qui
induisent la meˆme classe dans H1(U ;G
[k+h]
k ) . Comme dans B) nous avons un e´le´ment
(φα) de Z
0(U ; Ĝk) tel que :(
φαβ
[k+h]
)
:=
(
φα ◦ φ
′
αβ ◦ φβ
−1
)[k+h]
.
Donnons nous (ξαβ) ∈ Z1(U ;Gk) tel que ξ
[k+h]
αβ = φαβ
[k+h] . Nous allons montrer
successivement les e´galite´s, dans H1(U ; Ĝk), des classes
[φαβ ]Ĝk
= [ξαβ ]Ĝk
,
[
φα ◦ φ
′
αβ ◦ φβ
−1
]
Ĝk
= [ξαβ ]Ĝk
;
Ce qui permet de conclure.
De´composons φαβ de la manie`re suivante :
φαβ = R
(2)
αβ ◦ φ
(1)
αβ ◦ ξαβ , (φ
(1)
αβ) ∈ Z
1(U ;Gk+h) , (R
(2)
αβ) ∈ Z
1(U ; Ĝk+2h) .
En utilisant le corollaire (1.4.7) on obtient : (φ
(0)
α ) ∈ Z0(U ;Gk) ve´rifiant
φ
(1)
αβ ◦ ξαβ = φ
(0)
α ◦ ξαβ ◦ (φ
(0)
β )
−1 .
Ainsi on a :
φαβ = φ
(0)
α ◦ R˜
(2)
αβ ◦ ξαβ ◦ (φ
(0)
β )
−1 ,
avec (
R˜
(2)
αβ
)
:=
(
(φ(0)α )
−1 ◦R
(2)
αβ ◦ φ
(0)
α
)
∈ Z1(U ; Ĝk+2h) ,
puisque Ĝk+2h est un sous-groupe distingue´ de Ĝk . De´composons alors R˜
(2)
αβ de la
manie`re suivante :
R˜
(2)
αβ = R
(3)
αβ ◦ φ
(2)
αβ , (φ
(2)
αβ) ∈ Z
1(U ;Gk+2h) , (R
(3)
αβ) ∈ Z
1(U ; Ĝk+3h) .
On obtient de nouveau a` l’aide du corollaire (1.4.7) une de´composition :
φ
(2)
αβ ◦ ξαβ = φ
(1)
α ◦ ξαβ ◦
(
φ
(1)
β
)−1
,
(
φ(1)α
)
∈ Z0(U ;Gk+h) ;
et
R˜
(2)
αβ ◦ ξαβ = φ
(1)
α ◦ R˜
(3)
αβ ◦ ξαβ ◦ (φ
(1)
β )
−1 ,
(R˜
(3)
αβ) :=
(
(φ(1)α )
−1 ◦R
(3)
αβ ◦ φ
(1)
α
)
∈ Z1(U ; Ĝk+3h) .
Ce qui donne :
φαβ =
(
φ(0)α ◦ φ
(1)
α
)
◦ R˜
(3)
αβ ◦ ξαβ ◦
(
φ
(0)
β ◦ φ
(1)
β
)−1
.
De cette manie`re, en ite´rant cette construction, on obtient des suites(
φα
(j)
)
∈ Z0(U ;Gk+jh) ,
(
R
(j)
αβ
)
∈ Z1(U ; Ĝk+jh) ,
qui, pour tout n ∈ N , ve´rifient l’e´galite´ :
φαβ =
(
φ(0)α ◦ · · · ◦ φα
(n)
)
◦R
(n+2)
αβ ◦ ξαβ ◦
(
φ
(0)
β ◦ · · · ◦ φβ
(n)
)−1
.
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D’apre`s la remarque (1.3.2) la suite
(
φ
(0)
α ◦ · · · ◦ φα
(n)
)
n∈N
admet, pour la topologie
de krull de Ĝk(Uα) une limite Φα et R
n+2
αβ tend vers l’identite´. Par continuite´ on
obtient la de´composition cherche´e :
φαβ = Φα ◦ ξαβ ◦ Φ
−1
β , (Φα) ∈ Z
0(U ; Ĝk) .
En appliquant cette meˆme me´thode au cocycle
(
φα ◦ φ′αβ ◦ φβ
−1
)
, on obtient l’e´galite´[
φα ◦ φ
′
αβ ◦ φβ
−1
]
Ĝk
= [ξαβ ]Ĝk
.
Et donc :
[
φα ◦ φ′αβ ◦ φβ
−1
]
Ĝk
= [φαβ ]Ĝk
.
Les de´monstrations de l’injectivite´ de χ et de χ̂ sont similaires ; ce qui ache`ve la
de´monstration.
2. De´formations de feuilletages
Soit M une varie´te´ holomorphe connexe de dimension n, notons OM le faisceau des
germes de fonctions holomorphes, ΛM le faisceau des germes de 1-formes diffe´rentielles
holomorphes et XM le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur
M . On de´signe toujours par P le germe (Cp, 0) .
Dans ce chapitre et dans tous les suivants nous emploierons le terme
”arbre” pour ”germe d’arbre”.
2.1. Ge´ne´ralite´s sur les feuilletages. — De´finissons un feuilletage holomorphe
de codimension q (e´ventuellement singulier) sur M comme la donne´e d’un faisceau
de sous-modules ΛF de ΛM localement libres de rang q, ve´rifiant en chaque point m
les relations d’inte´grabilite´ suivantes :
(22) ω1 ∧ · · · ∧ ωq ∧ dωi = 0 , ∀i = 1, . . . , q ∀ ω1, . . . , ωq ∈ ΛF ,m
Cette de´finition n’est pas la plus ge´ne´rale (6) mais nous n’aurons a` faire ici qu’a` deux
types de feuilletages, les feuilletages de codimension 1,
(23) ΛF ,m = (ωm) , ωm ∧ dωm = 0 ,
ou bien leurs ”de´formations a` p parame`tres” que nous de´finirons pre´cise´ment en (2.2) :
ΛFP = (dt1, . . . , dtp,Ω) , dt1 ∧ . . . ∧ dtp ∧ Ω ∧ dΩ = 0 , Ω | {t=0} = ω ,
avec t1, . . . , tp les coordonne´es canoniques sur P := (Cp, 0) .
En dehors du lieu singulier de F , i.e. le sous-ensemble analytique Sing(F) de´fini
par le radical du faisceau d’ide´aux
IF := (
q
∧ΛF) · (
q
⊗ XM ) ,
(6)On aurait pu seulement imposer a` ΛF d’eˆtre cohe´rent de rang ge´ne´rique q, c’est a` dire de rang q
presque partout.
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on a un feuilletage re´gulier de codimension q note´ Freg . Lorsque Sing(F) n’a pas
de composante de codimension 1, on voit facilement qu’aucun point singulier m n’est
”e´liminable” : on ne peut pas prolonger Freg au voisinage de m en un feuilletage
re´gulier. En divisant localement les ge´ne´rateurs de ΛF ,m par le p.g.c.d. de leurs coeffi-
cients, on construit un unique feuilletage sat(F) appele´ sature´ de F , qui co¨ıncide avec
F sur la partie re´gulie`re M − Sing(F) de M et qui est maximal pour cette dernie`re
proprie´te´. On a l’e´galite´ :
Λsat(F),m =
{
η ∈ ΛM,m ; η ∧ ω
1 ∧ · · · ∧ ωq = 0 , ∀ ω1, . . . , ωq ∈ ΛF ,m
}
L’image re´ciproque f−1F de F par une application holomorphe f d’une varie´te´
holomorphe M ′ dans M est le feuilletage de codimension q localement de´fini par les
images re´ciproques f∗ω , ω ∈ ΛF ,m lorsque celles-ci engendrent un faisceau localement
libre de rang q. Quand f est un plongement et les f∗ω , ω ∈ ΛF ,m tous identiquement
nuls, nous dirons que M ′ est une varie´te´ inte´grale ou invariante de F . Lorsque M ′
est la partie re´gulie`re d’un sous-ensemble analytique ferme´ S de M , nous dirons que
S est un ensemble inte´gral ou encore invariant de F .
De´finition 2.1.1. — Nous appelons transforme´ strict de F par f et notons f∗F le
sature´ de f−1F .
Lorsque f est un biholomorphisme, les deux feuilletages F et H := f−1F sont dits
holomorphiquement conjugue´s ; et l’on note F ∼hol H . Signalons la proprie´te´ d’image
directe suivante qui s’obtient facilement a` l’aide du the´ore`me d’extension de Levi des
fonctions me´romorphes.
Proposition 2.1.2. — Soient h : M −→ M ′ une application propre entre deux
varie´te´s holomorphes de meˆme dimension et F un feuilletage holomorphe (singulier)
sur M . Supposons que la codimension de h(Sing(F)) soit ≥ 2 et que la restriction
de h au comple´mentaire de Sing(F) soit un diffe´omorphisme sur son image. Alors il
existe sur M ′ un feuilletage unique note´ h∗F et appele´ image directe de F par h tel
que h∗h∗F = sat(F) .
Nous aurons aussi a` conside´rer la position relative d’un feuilletage par rapport a`
une hypersurface a` croisement normal. Cela nous ame`ne a` poser :
De´finition 2.1.3. — Soit F un feuilletage holomorphe sature´ de codimension q au
voisinage d’un ensemble analytique S. On appelle lieu singulier du couple (F , S)
l’ensemble analytique Sing(F , S) de´fini par le radical du faisceau d’ide´aux
JF , S = sat (IF , S) , IF , S := (
q
∧ΛF ) · (
q
⊗ XM,S) ,
ou` : XM,S ⊂ XM est le sous-faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes
sur M tangents a` S (i.e. a` la partie lisse de S) et ou`, pour un ide´al I := (f1, . . . , fr)
de OM,m, on de´signe par sat (I) l’ide´al (f1/g, . . . , fr/g) , g := p.g.c.d.(f1, . . . , fr)
Visiblement Sing(F) et Sing(F , S) co¨ıncident en dehors de S. On voit facilement :
26 J.-F. MATTEI & E. SALEM
Proposition 2.1.4. — Soit S une hypersurface de M a` croisements normaux. Un
point m ∈ S appartient a` M−Sing (F , S) si et seulement si en ce point F est re´gulier
et chaque composante irre´ductible locale de S est soit invariante soit transverse a` F
en tout point.
Si l’on n’avait pas effectue´ dans (2.1.3) l’ope´ration de saturation de IF , S on
aurait de plus comme points singuliers ceux des composantes de S qui sont varie´te´s
inte´grales de F .
Conside´rons maintenant un sous espace analytique S = (|S | , OM/IS) de M , non
ne´cessairement re´duit. De´signons par M̂S l’espace annele´ donne´ par
(24) |M̂S | := |S|, ÔSM := lim←−
k∈N
(
ι−1(OM )
ι−1(IS
k+1)
)
,
ou` ι : S →֒ M de´signe l’application d’inclusion. Nous dirons que M̂S est un espace
transversalement formel et les e´le´ments de ÔSM seront appele´s germes de fonctions
transversalement formelles le long de S .
Classiquement l’espace transversalement formel M̂S s’identifie a` celui obtenu de la
meˆme manie`re a` partir de l’espace analytique re´duit associe´ a` S.
Nous n’aurons a` conside´rer ici que des sous-espaces de dimension 0, (ou` l’on
retrouve la notion usuelle de se´rie formelle), et des hypersurfaces localement de´finies
dans de bonnes coordonne´es (z1, . . . , zn) par une e´quation du type z1 = 0 , resp.
z1z2 = 0 . Les e´le´ments de ÔSM,m s’expriment alors respectivement comme les se´ries :
(25)
∞∑
k=0
Ak(z2, . . . , zn) z
k
1 ,
ou bien
(26)
∞∑
k=0
(
A0k(z3 . . . , zn) +A
1
k(z1; z3, . . . zn) +A
2
k(z2; z3 . . . , zn)
)
(z1 z2)
k ,
les rayons de convergence des coefficients Ak , A
j
k e´tant tous minore´s par un meˆme
re´el > 0 .
Soit J un faisceau cohe´rent d’ide´aux de ÔSM et SJ := supp(Ô
S
M/J ) ⊂ S. On
appelle sous-espace de M transversalement formel le long de S l’espace annele´
ZJ = (SJ , ÔSM/J ). Lorsque l’ide´al J est e´gal a` son radical, on dit que ZJ est un
sous-ensemble de M transversalement formel le long de S . L’intersection de deux
sous-ensembles transversalement formels est de´fini par le radical du produit de leurs
ide´aux. Lorsque I est un faisceau d’ide´aux de OM (avec I e´gal a` son radical), nous
notons ÎS = I ⊗OM Ô
S
M . Dans ce cas SÎS = Z ∩ S ou` Z est le sous-ensemble
analytique de M de´fini par I.
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Soit S′ un sous-espace analytique d’une varie´te´ M ′. Une application transversale-
ment formelle f : M̂ ′
S′
→ M̂S , que l’on notera aussi f : (M ′, S′) → (M,S) est un
morphisme d’espaces annele´s donne´ par |f | : |S′| → |S| et f∗ : ÔSM → Ô
S′
M ′ .
Pour tout sous-ensemble quelconque K ′ de S′, on appelle germe de M̂ ′
S′
le long
de K ′, le sous-espace annele´ (K ′, i−1(ÔS
′
M ′)) ou` i : K
′ →֒ S′ de´signe l’application
d’inclusion. Le germe de f le long d’un sous-ensemble K ′ ⊂ S′, note´ f : (M ′,K ′) →
(M,S), est un morphisme d’espace annele´ entre les espaces annele´s (K ′, i−1(ÔS
′
M ′ )) et
M̂S .
Via l’extension des scalaires ι−1(OM ) →֒ ÔSM on obtient les faisceaux (de base
S) des 1-formes diffe´rentielles et des champs de vecteurs transversalement formels le
long de S en posant :
Λ̂SM := ι
−1(ΛM )⊗ι−1(OM ) Ô
S
M , X̂
S
M := ι
−1(XM )⊗ι−1(OM ) Ô
S
M .
Lorsque S est re´duit a` un point, S = {m}, on retrouve les notions usuelles de se´ries,
1-formes diffe´rentielles et champs de vecteurs formels et nous notons simplement ces
espaces par ÔM,m , Λ̂M,m , X̂M,m .
De´finition 2.1.5. — Un feuilletage F̂ de M de codimension q transversalement for-
mel le long d’un sous-espace analytique S ⊂ M est la donne´e d’un faisceau Λ
F̂
de
sous-modules localement libres de rang q du faisceau Λ̂SM qui satisfait en chaque point
m de S les relations d’inte´grabilite´ (23). Le germe de F̂ le long d’un sous-ensemble
K de S, note´ (F̂ ,K) est la donne´e de la restriction Λ
F̂,K
= i−1(Λ
F̂
), i : K →֒ S
de´signant l’application d’inclusion.
Remarque 2.1.6. — Avec ces de´finitions, on e´tend sans peine a` un feuilletage
transversalement formel F̂ le long de S, les notions de lieux singulier, de saturation,
ainsi que les notions d’image re´ciproque f−1(F̂) et de transforme´ strict f∗(F̂) par
une application transversalement formelle f : M̂ ′
S′
→ M̂S . On dispose aussi d’une
notion de sous-espace transversalement formel invariant par F̂ . On peut aussi de´finir
la relation de conjugaison formelle entre deux feuilletages transversalement formels
F̂ et F̂ ′ par un isomorphisme transversalement formel, que l’on notera par F̂ ∼for F̂
′ .
Remarquons aussi que toute application holomorphe h d’une varie´te´ holomorphe
M ′ dans une varie´te´ holomorphe M induit une application transversalement formelle
M̂ ′S
′
→ M̂S avec ici S′ = h−1(S) i.e. |S′| := h−1(|S|), OS′ := OM ′/IS′ et IS′ :=
h∗(IS)OM ′ . En particulier, l’image re´ciproque par h d’un feuilletage transversalement
formel le long de S est un feuilletage transversalement formel le long de h−1(S).
D’autre part l’ope´ration d’image directe commute avec la comple´tion, d’apre`s les
the´ore`mes de comparaison de Grauert [1, page 269]. La proposition de type Hartogs
(2.1.2) s’e´tend ainsi a` l’image directe d’un feuilletage transversalement formel par une
application holomorphe. Ainsi lorsqu’on conside`re un feuilletage formel a` l’origine de
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C2 de´fini par une 1-forme formelle
(27) ω := a(x, y) dx+ b(x, y) dy ∈ Λ̂C2, 0
son transforme´ strict par une succession finie E d’e´clatements en des points sera un
feuilletage transversalement formel le long de E−1(0). Re´ciproquement tout feuilletage
transversalement formel le long de E−1(0) provient d’un feuilletage formel sature´ a`
l’origine de C2.
Remarque 2.1.7. — Supposons a` pre´sent que S est une sous-varie´te´ analytique de
M , de codimension e´gale a` la codimension q du feuilletage F̂ , et invariante par F̂ .
Fixons un point m ∈ S − (Sing(F̂) ∩ S). On peut voir qu’il existe des coordonne´es
z1, z2, . . . , zn transversalement formelles de ÔSM,m telles que ΛF̂,m soit engendre´ par
dz1, dz2, . . . , dzq. C’est la version transversalement formelle du The´ore`me de Frobe-
nius qui se montre de manie`re identique. En effet, e´tant donne´s une submersion
R : (M,m) → (S,m) et un germe en m de champ transversalement formel X qui
se projette en un champ holomorphe sur S via R, on voit facilement qu’il existe une
application Φ : R−1(m) × C → (M̂S ,m) transversalement formelle le long de m× C
telle que ∂Φ∂t = X ◦ Φ, ou` t de´signe la variable sur C [22, page 505].
Ainsi on de´finit comme d’habitude l’holonomie de F̂ le long de S − (Sing(F̂) ∩ S)
comme une repre´sentation ρS de π1(S − (Sing(F̂) ∩ S),m0) dans D̂iff(T,m0) ou`
(T,m0) est un germe de sous-varie´te´ holomorphe de dimension q transverse a` S en
un point fixe´ m0 ∈ S et D̂iff(T,m0) de´signe le groupe des diffe´omorphismes formels
de (T,m0). L’image HS de ρS s’appelle le groupe d’holonomie de S par rapport a` F̂ .
Comme dans le cas holomorphe ρS classifie le germe de F̂ le long de l’ensemble
invariant S. Plus pre´cise´ment, donnons nous R : (M,S)→ S un germe de submersion
le long de S, avec R−1(m0) = T , la restriction de R a` S e´tant l’identite´. Alors les
repre´sentations d’holonomie respectives ρS et ρ
′
S de deux feuilletages F̂ et F̂
′ de M
transversalement formels le long de S sont formellement conjugue´es ρ′S = φ◦ρS ◦φ
−1
avec φ ∈ D̂iff(T,m0) si et seulement s’il existe un isomorphisme transversalement
formel Φ : (M,S)→ (M,S) tel que Φ∗F̂ = F̂ ′.
2.2. De´formations formelles d’un feuilletage. — Soit F un feuilletage formel
a` l’origine de C2 de´fini par une 1-forme formelle
(28) ω := a(x, y) dx+ b(x, y) dy ∈ Λ̂C2, 0
et soit P le germe (Cp, 0) . Une de´formation formelle de F le long de 0×P , de para-
me`tres P , est la donne´e a` unite´ multiplicative pre`s, d’une forme diffe´rentielle formelle
du type
(29) η := A(x, y; t) dx+B(x, y; t) dy
telle que A(x, y; t) =
∑∞
j,k=0Ajk(t)x
jyk , B(x, y; t) =
∑∞
j,k=0 Bjk(t)x
jyk ∈
C{t}[[x, y]] , avec t := (t1, . . . , tp) , les rayons de convergence des Ajk(t) , Bjk(t)
e´tant minore´s par un re´el > 0 commun et A(x, y; 0) = a(x, y) , B(x, y; 0) = b(x, y) ,
A(0, 0; t) = B(0, 0; t) = 0 .
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Plus ge´ne´ralement, conside´rons un feuilletage F de codimension 1 transversalement
formel le long d’un sous-ensemble analytique S (non ne´cessairement ferme´) d’une
varie´te´ holomorphe M .
De´finition 2.2.1. — Une de´formation transversalement formelle de (M, S, F)
parame`tre´e par P , est la donne´e
(30) FP = (MP , SP , π, σ; FP ) ,
1) d’une de´formation (MP , SP , π) de (M,S) de base P , c’est a` dire :
a) d’un germe le long de S de plongement holomorphe σ de (M,S) dans une varie´te´
holomorpheMP munie d’un sous-ensemble analytique SP tel que σ(S) ⊂ SP ,
b) d’un germe de submersion π : (MP , σ(S))→ P tel que la restriction de π a` SP
soit plate et ve´rifie : π−1(0) = σ(M) , π−1(0) ∩ SP = σ(S) ,
2) du germe FP le long de σ(S) d’un feuilletage transversalement formel le long de
SP , de meˆme dimension que F qui ve´rifie :
a) les feuilles de FP sont contenues dans les fibres de π ,
b) σ∗FP = F .
La condition 2.a. signifie que tout germe en un point de σ(S) d’un champ de
vecteurs X transversalement formel le long de SP qui annule ΛFP est vertical, i.e.
Tπ ·X ≡ 0 .
Remarquons que lieu singulier Sing (FP ,SP ), que l’on de´fini comme en (2.1.3), est
aussi le sous-ensemble de M transversalement formel le long de S donne´ par le radical
du faisceau d’ideaux
(31) sat
(
ΛFP · X̂MP/pi,SP
)
,
ou` X̂MP/pi,SP de´signe le faisceau des germes de champs de vecteurs verticaux trans-
versalement formels le long de SP et tangents a` SP . Nous appellerons cet ensemble
transversalement formel le lieu singulier relatif de la de´formation FP et le notons
SingP (FP ) .
Remarque 2.2.2. — Lorsque la restriction de π a` SP est propre on peut, pour des
petites valeurs du parame`tre t ∈ P , conside´rer les fibres des donne´es de (30) au
dessus de t . On obtient un espace analytique compact re´duit SP (t) := SP ∩ π−1(t) ,
un germe de varie´te´ MP (t) :=
(
π−1(t), SP (t)
)
et un feuilletage FP (t) sur MP (t)
transversalement formel le long de SP (t), obtenu en restreignant FP a` π−1(t) . La
proprete´ de π permet donc de conside´rer FP comme le germe en 0 ∈ P d’une ”famille”
de feuilletages transversalement formels
FP (t) := (MP (t), SP (t), FP (t)) .
D’apre`s (31) le lieu singulier relatif de FP est la ”famille” des lieux singuliers des
FP (t).
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Remarque 2.2.3. — Lorsque F est un feuilletage formel a` l’origine de C2, i.e. M =
C2 et S = {0}, la condition de platitude de la restriction de π a` SP lui impose d’eˆtre
e´tale au dessus de P et l’on peut supposer que SP = 0 × P . On retrouve alors la
notion de de´formation formelle le long de 0 × P de´finie par (29). Le lieu singulier
relatif de FP est de´fini par les e´quations A(x, y; t) = B(x, y; t) = 0 et le feuilletage
formel FP (t) est alors donne´ par la 1-forme formelle ηt ∈ Λ̂C2×t, (0,t) obtenue en fixant
la valeur du parame`tre t ∈ P dans (29).
Donne´ un germe d’application holomorphe ρ : Q := (Cq, 0) −→ P on ap-
pelle de´formation obtenue a` partir de FP par le changement de parame`tres ρ la
de´formation transversalement formelle
ρ∗FP := (ρ
∗MP , ρ
∗SP , ρ
∗π, ρ∗σ; ρ∗FP )
dont les composantes sont de´finies par les diagrammes carte´siens
ρ∗MP
iρ
−→ MP
ρ∗π↓  π ↓
Q
ρ
−→ P
ρ∗SP
iρ
−→ SP
ρ∗π↓  π ↓
Q
ρ
−→ P
avec ρ∗FP := iρ
∗FP . Comme d’habitude cette ope´ration est contravariante.
Deux de´formations transversalement formelles de (M, S, F) de meˆme espace P de
parame`tres
FP := (MP , SP , π, σ; FP ) et F
′
P := (M
′
P , S
′
P , π
′, Σ′; F ′P )
sont dites formellement conjugue´es s’il existe un germe d’isomorphisme Φ transversa-
lement formel qui conjugue FP a` F ′P , fait commuter les submersions π et π
′ et vaut
l’identite´ au dessus de l’origine :
Φ : (MP , σ(S))
∼
−→ (M′P ,Σ
′(S)) π′ ◦ Φ = π , Φ ◦ σ = Σ′ , Φ∗F ′P = FP .
On notera alors Φ∗F ′P = FP , ou encore F
′
P∼P, forFP . On dit que FP est formelle-
ment triviale s’il existe une conjugaison formelle entre FP et la de´formation constante :
(32) FcstP :=
(
M × P, S × P, π, i; FcstP
)
,
ou` π de´signe la projection canonique de M × P sur P , i l’inclusion de M ∼=M × 0
dans M ×P et FcstP est le feuilletage transversalement formel constant de´fini comme
pr−1F , avec pr :M × P →M la projection canonique.
2.3. Construction de de´formations formelles par collage. — Fixons un feuil-
letage formel F a` l’origine de C2 , et un germe d’arbre non ne´cessairement re´gulier
(33) AP =
(
Mj , Ej ,Σj , Sj , πj ,D
j
)
j=0,...,h
au dessus de P := (Cp, 0) . Pour les donne´es de cimes de AP et celles du germe d’arbre
AP (0) de´fini en (9), nous conservons les notations (8). Le transforme´ strict F ′ = E˜∗0F
de F par E˜0 , cf. (2.1.1) est un feuilletage transversalement formel le long du diviseur
de cime D˜0 ⊂ D˜ de AP (0) . Comme dans (2.1.5) on de´signe par (F ′, W ) le germe de
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F ′ le long d’un sous-ensemble quelconque W ⊂ D˜0. Nous supposons dans tout ce qui
suit que D˜0 est un ensemble inte´gral de F ′ .
De´finition 2.3.1. — Une de´formation transversalement formelle FP de F le long
de 0× P , de parame`tres P est dite compatible avec l’arbre AP si
1. M0 = C2×P , Σ0 = S0 = 0×P et pour tout j = 1, . . . h le lieu singulier relatif
du transforme´ strict de FP sur Mj intersecte Dj suivant Σj .
2. le diviseur de cime D˜ de AP est un ensemble inte´gral du feuilletage F ′P := E˜
∗FP ,
3. la restriction de la projection π : Mh → P au lieu singulier relatif de F ′P est
finie (c’est a` dire π∗(ÔSingP (FP )) est un OP -module fini),
4. SingP
(
F ′P
)
∩ D˜0 = Sing(F ′) .
Nous allons donner des proce´de´s de construction de telles de´formations. pour cela
nous faisons les deux hypothe`ses suivantes :
– l’ensemble Σ˜0 des singularite´s de la cime AP (0) est e´gal au lieu singulier de F ′,
– le diviseur D˜0 est un ensemble inte´gral de F ′.
Reprenons le vocabulaire et les notations introduites dans la definition (1.4.1).
De´finition 2.3.2. — Nous appelons bon syste`me de lacets associe´ a` un e´le´ment cri-
tique K toute collection ΓK de lacets telle que :
1. SiK ∈ C0(AP ) alors ΓK = (γK,L)L∈Ad1(K) ou` γK,L est un lacet simple trace´ sur
L (cf. (17)) bordant un disque conformeWK,L ⊂ L ve´rifiantWK,L∩Sing(F ′) =
{K} ;
2. Si K ∈ C1(AP ) alors ΓK est une collection (γK,m)m∈Ad0(K) de lacets simples
trace´s sur K de meˆme origine m0 et bordant des disques conformes VK,m ⊂ K
tels que VK,m ∩ Sing(F ′) = {m} et VK,m ∩ VK,m′ = {m0} pour m 6= m′.
Fixons un germe de courbe lisse (T,m0) transverse a` K ∈ C1(AP ) en l’origine
commune d’un bon syste`me de lacet ΓK m0 ainsi qu’un bon syste`me de lacets. Or-
donnons et orientons les lacets de ce syste`me : ΓK = (γj)j=1,...,v(K) de manie`re que
leurs classes dans π1(K,m0) ve´rifient :
•
γ
−1
v(K) =
•
γ1 ◦ · · · ◦
•
γv(K)−1. Notons hj ∈ ÔT,m0
l’holonomie du feuilletage F ′ le long de γj , j = 1, . . . , v(K).
Proposition 2.3.3. — Pour chaque j = 1, . . . , v(K), donnons-nous un germe de
famille de diffe´omorphismes formels hj, t ∈ ÔT,m0 de´pendant analytiquement du
parame`tre t ∈ P et tels que
hj, 0 = hj , et h
−1
v(K), t = h1, t ◦ · · ·hv(K)−1, t .
Il existe alors une de´formation transversalement formelle F ′P,K de
(
M˜0, K, F ′
)
de
parame`tres P re´alise´e sur le produit
(
M˜0 × P, K × P
)
telle que pour chaque j =
1, . . . , v(K), l’holonomie du feuilletage (de dimension 1) F ′P,K le long du lacet γj,
calcule´e sur la transversale (T × P, (m0, 0)) est e´gale a` hj(u, t) := hj, t(u) .
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De´monstration. — Nous raisonnons par induction sur v = v(K). Pour v(K) = 1 , K
est conforme´ment un disque et le re´sutat est imme´diat : d’apre`s la remarque (2.1.7),
les feuilletages de feuille K et leurs de´formations sont tous triviaux le long de K .
Pour v := v(K) > 2, notons Ad0(K) = {m1, . . . ,mv} ⊂ K ⊂ P1. Alors K − {mv}
est biholomorphe a` C et peut eˆtre recouvert par deux disques conformes U1 et U2
d’intersection connexe et simplement connexe, et tels que
U1 ∩ Ad0(K) = {m1}, U2 ∩Ad0(K) = {m2, . . . ,mv−1}, avec
γ1 ⊂ U1, et {γ2, . . . , γv−1} ⊂ U2/, .
Supposons donne´e pour chaque k = 1, 2 une de´formation transversalement formelle
F ′P,Uk du germe de F
′ le long de Uk. Par la remarque (2.1.7), ces de´formations sont
formellement triviales le long de U1 ∩ U2 et donc formellement conjugue´es. Soit Ĝ
le faisceau (16) de base D˜0 d’automorphismes transversalement formels introduit en
(1.3). Donnons nous une section Φ12 de Ĝ au dessus de U1∩U2, telle que Φ∗12 F
′
P,U2 =
F ′P,U1 .
On utilise alors le re´sultat suivant, dont une bre`ve preuve sera donne´e plus bas
(34) H1(U , Ĝ) = 0 , U := (U1, U2) .
Ainsi Φ12 se de´compose en
(35) Φ12 = Φ2 ◦ Φ
−1
1 , Φk ∈ Ĝ(Uk), k = 1, 2.
Et les de´formations Φ∗1 F
′
P,U1 et Φ
∗
2 F
′
P,U2 se recollent le long de U1 ∩ U2 en la
de´formation cherche´e.
Pour de´marrer l’induction, il reste a` traiter le cas v(K) = 2 . Il se fait comme
pre´ce´demment. L’ensemble K est conforme´ment le plan complexe e´pointe´ C∗ que l’on
recouvre par trois secteurs Uk , k = 1, 2, 3 sans intersection 3 a` 3 et d’intersections 2 a`
2 connexes et simplement connexes. L’holonomie de F ′ est donne´e par un seul e´le´ment
h ∈ D̂iff(T,m0) ou` (T,m0) est une transversale a` K en m0 ∈ U1 ∩ U2 . Conside´rons
la de´formation ht de h donne´e par l’hypothe`se, et posons h˜t = ht ◦ h−1. Le long de
U1 ∩ U2, le feuilletage F ′ est trivial d’apre`s (2.1.7). Donnons nous une section Φ de
Ĝ sur U1 ∩ U2, qui est e´gale a` h˜t sur (T,m0). Conside´rons pour U = (U1, U2, U3) le
cocycle (Φik) ∈ Z1
(
U ; Ĝ
)
donne´ par Φ12 = Φ , Φ23 = id et Φ31 = id. On applique
a` nouveau l’e´galite´ (34) qui est encore vraie pour le recouvrement U = (U1, U2, U3).
Comme pre´ce´demment, on obtient une de´formation transversalement formelle F ′P du
germe de F ′ le long de K. On ve´rifie que l’holonomie de cette de´formation le long de
K est e´gale a` ht.
De´monstration de (34). — Cette e´galite´ peut se montrer directement en re´solvant
l’e´quation cohomologique (35). Pour cela on explicite cette e´quation en de´veloppant
en se´rie par rapport a` la coordonne´e z qui correspond a` une submersion-e´quation de
K. En proce´dant par induction suivant les coefficients de zk, on est ramene´ a` re´soudre
l’e´quation line´aire A12 = A2 − A1, A12 ∈ O2K(U1 ∩ U2) d’inconnues Ak ∈ O
2
K(Uk).
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Ceci est toujours possible puisque H1(U ,O2K) = 0. La de´monstration est similaire
dans le cas du recouvrement de C∗ par trois secteurs.
Donnons nous maintenant un arbre A0 au dessus de {0} compatible (2.3.1) avec un
feuilletage formel F a` l’origine de C2 et pour chaque e´le´ment critique K ∈ C (A0) de
A0 un syste`me ΓK := (γK,L) de bons lacets (2.3.2). Notons encore F ′ le feuilletage
transversalement formel le long du diviseur de cime D˜0 de A0 , transforme´ strict de
F et (F ′,K) le germe (2.1.5) de F ′ le long de K ∈ C (A0)
De´finition 2.3.4. — Une collection de de´formations transversalement formelles des
germes (F ′,K) , K ∈ C (A0),
(36) S :=
(
F ′P,K
)
K∈C (A0)
, F ′P,K :=
(
WP,K , SP,K , π
′
P,K , Σ
′
P,K ; F
′
P,K
)
,
telle que SP,K soit une varie´te´ inte´grale de F
′
P,K sera appele´e syste`me semi-local
de de´formations formelles de F ′ . Le syte`me S est dit re´alise´ dans une de´formation
(MP , SP , π, σ) de (M˜0, S0) si les WP,K sont des voisinages ouverts de σ(K) dans
MP qui intersectent SP suivant SP,K , et si de plus π′P,K et Σ′P,K sont des restrictions
de π et σ .
Une conjugaison formelle de deux syste`mes semi-locaux (ΦK)K∈C (A0) est une
collection de germes le long de chaque ensemble critique, de conjugaisons formelles
des de´formations constituant les syste`mes semi-locaux.
Donne´ un syste`me semi-local S =
(
F ′P,K
)
K∈C (A0)
de de´formations transversa-
lement formelles de (F ′,K), conside´rons pour chaque couple d’ensembles critiques
(m,K) , dim(K) = 1 , m ∈ Ad0(K), les deux familles de diffe´omorphismes formels
de´pendant holomorphiquement de t ∈ P
– l’holonomie hm,K; t du feuilletage F ′P,m le long de γm,K et
– l’holonomie hK,m; t de F ′P,K le long de γK,m.
Ces familles sont bien de´finies modulo la relation de conjugaison par une famille de
diffe´omorphismes formels de´pendant holomorphiquement de t .
De´finition 2.3.5. — Le syste`me S sera dit cohe´rent si pour chaque (m,K)
avec K ∈ C (A0), dim(K) = 1, et m ∈ Ad0(K), il existe une une famille de
diffe´omorphismes formels φm,K; t de´pendant holomorphiquement de t , et qui vaut
l’identite´ pour t = 0 , telle que
(37) hK,m; t = φm,K; t ◦ hm,K; t ◦ (φm,K; t)
−1 .
Conside´rons une de´formation transversalement formelle FP de F compatible avec
un arbre AP au dessus de P tel que AP (0) = A0 . Les germes (F
′
P , K) de la
transforme´e stricte F ′P de FP sur la cime de AP , le long de chaque ensemble cri-
tique K ∈ C (A0) = C (AP ) forment visiblement un syste`me cohe´rent note´ S(F
′
P ) .
Re´ciproquement on a :
The´ore`me de re´alisation 2.3.6. — Soient F un feuilletage formel a` l’origine de
C2 compatible avec un arbre A0 au dessus de {0} , et S un syste`me semi-local cohe´rent
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de de´formations transaversalement formelles du transforme´ strict F ′ de F sur la cime
de A0 . Il existe alors un germe d’arbre AP au dessus de P tel que AP (0) = A0 et une
de´formation FP de F de parame`tres P compatible avec AP telle que S = S(F
′
P ).
De´monstration. — Notons (36) le syste`me S . Le long de chaque ensemble critique K
les germes d’espacesWP,K et SP,K sont holomorphiquement triviaux, cf. ([20] Lemme
1.2.2 page 304). On supposera donc que les de´formations F ′P,K sont re´alise´es sur :
WP,K =
(
M˜0 × P ,K × 0
)
, SP,K =
(
D˜0 × P ,K × 0
)
,
ou` M˜0 et D˜0 sont la cime et le diviseur de cime de A0 . Identifions M˜0 et D˜0 a`
M˜0 × 0 et D˜0 × 0 . Quitte a` restreindre, les traces UK des WP,K sur D˜0 forment un
recouvrement distingue´ U de D˜0. Notons FP,UK le germe de FP,K le long de UK .
Deux ouverts U , V ∈ U s’intersectent s’ils correspondent a` des e´le´ments critiques
adjacents. La condition de cohe´rence permet alors de construire a` l’aide de (2.1.7)
une conjugaison formelle de de´formations Φ̂UV entre les germes de FP,U et de FP, V
le long de U ∩ V , valant l’identite´ en restriction a` D˜0 × P . Appliquons le the´ore`me
(1.4.8) au cocycle Ĉ :=
(
Φ̂UV
)
∈ Z1
(
U ; Ĝ
)
. On obtient un cocycle holomorphe
C := (ΦUV ) ∈ Z1 (U ; G) et une cochaine formelle
(
Φ̂U
)
∈ Z0
(
U ; Ĝ
)
telle que
Φ̂UV = Φ̂U ◦ ΦUV ◦ Φ̂
−1
V . La relation de congugaison Φ̂
∗
UV FP, U = FP, V donne :
ΦUV
∗Φ̂∗UFP,U = Φ̂
∗
VFP, V .
Cette e´galite´ signifie que lorsqu’on construit comme en (19) une varie´te´ holomorphe
MC en recollant par les biholomorphismes ΦUV des voisinages des U ∈ U dans
M˜0 × P , les feuilletages transversalement formels Φ̂∗UFP,U se recollent aussi en un
feuilletage transversalement formel le long d’un diviseur (isomorphe a` D˜0×P ). D’apre`s
le lemme (1.4.5) MC est biholomorphe a` la cime d’un arbre au dessus de P et l’on
conclut par image directe cf.(2.1.6) .
Nous aurons besoin au chapitre ge´ne´ricite´ d’un re´sultat plus pre´cis permettant de
construire des de´formations avec controˆle des jets. Le the´ore`me ci-dessous n’est pas
optimal pour ce controˆle mais suffira a` notre usage.
De manie`re ge´ne´rale nous dirons que deux de´formations transversalement formelles
d’un meˆme feuilletage re´alise´es sur le meˆme espace
F ′P = (MP ,SP , π, σ;F
′
P ) et F
′′
P = (MP ,SP , π, σ;F
′′
P )
sont tangentes a` l’ordre k ∈ N le long d’un sous-espace analytique non ne´cessairement
re´duit de MP :
Z := (|Z| , OZ := OMP /A) avec |Z| ⊂ SP ,
si en chaque point de SP les feuilletages F
′
P et F”P peuvent eˆtre de´finis par des
formes diffe´rentielles dont les coefficients ne diffe`rent que d’un e´le´ment de l’ide´al
Âk+1 := Ak+1 ⊗OMP Ô
Z
MP ⊂ Ô
Z
MP .
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En d’autres termes on a l’e´galite´ des restrictions des feuilletages F ′P et F
′′
P au k-ie`me
voisinage infinite´simal de Z dans MP , c’est a` dire l’e´galite´ des faisceaux :
(38) ΛF ′
P
⊗
ÔZ
MP
(
ÔZMP
/
Ak+1
)
= ΛF”P ⊗ÔZ
MP
(
ÔZMP
/
Ak+1
)
.
Fixons de nouveau un arbre AP de hauteur h au dessus de P , note´ (33). De´signons
par
(39) D :=
(
D˜ ; O
M˜
/
J˜
)
le sous-espace analytique de la cime M˜ de AP de´fini par le faisceau d’ide´aux J˜ image
re´ciproque sur M˜ du faisceau d’ide´aux IP ⊂ OC2×P des fonctions nulles sur 0 × P
cf. (11).
The´ore`me de re´alisation tangente 2.3.7. — Soient F un feuilletage formel a`
l’origine de C2, AP un germe d’arbre au dessus de P tel que F est compatible avec
AP (0) au dessus de {0}. Notons F ′ la transforme´e stricte de F sur la cime M˜0
de AP (0). On se donne une de´formation transversalement formelle FP de F de
parame`tres P compatible avec AP , et un syste`me semi-local S := (F”P,K)K∈C (AP (0))
de de´formations formelles de F ′ re´alise´es sur la cime M˜ de AP . Supposons qu’au
voisinage de chaque ensemble critique K le transforme´ strict F ′P de FP sur M˜ est
tangent (36) a` l’ordre k+2h a` F”P,K , le long de D , k ∈ N . Alors il existe un germe
de de´formation HP de F transversalement formelle le long de 0×P , k-tangente a` FP
le long de 0×P (conside´re´ comme espace re´duit), compatible avec AP et dont le trans-
forme´ strict H′P sur M˜ induit un syste`me semi-local S(H
′
P ) formellement conjugue´ a`
S .
De´monstration. — On proce`de de la meˆme manie`re que pour la de´monstration du
the´ore`me de re´alisation. Les hypothe`ses de tangence donnent maintenant, toujours
graˆce au The`ore`me 1.4.8, 3. des cocycles ve´rifiant :
(ΦUV ) ∈ Z
1(U ;Gk+2h) ,
(
Φ̂U
)
∈ Z0(U ; Ĝk+2h), ΦUV
∗Φ̂∗UF”P,U = Φ̂
∗
V F”P,V
ou` U de´signe encore le recouvrement distingue´ de D˜0 forme´ des intersections UK :=
WK, P ∩D˜0, et F”P,UK de´signe le germe de F”P,K le long de UK . D’apre`s le the´ore`me
de stabilite´ (1.4.6) le cocycle (ΦUV ) vaut l’identite´ dans H
1(U ;Gk+h) . Ainsi
ΦUV = Φ
′
U ◦ Φ
′−1
V , (Φ
′
U ) ∈ Z
0 (U ; Gk+h) ,
et on obtient (7)
Ψ̂∗UF”P,U = Ψ̂
∗
VF”P,V , U ∩ V 6= ∅ , Ψ̂U := Φ̂U ◦ Φ
′
U ∈ Ĝk+h (U) .
Ces relations de´finisent un germe le long de D˜0 de feuilletage global H′P , transversa-
lement formel le long de D˜. Conside´rons la de´formation HP de F , transversalement
(7)On aurait aussi pu appliquer l’isomorphisme 2. du the´ore`me 1.4.8 pour obtenir directement les
conjugaisons ΨU .
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formelle le long de 0× P , obtenue par image directe (2.1.2) de H′P par l’application
E˜ : M˜ −→ C2 × P compose´e des e´clatements de AP . La transforme´e stricte de HP
sur M˜ est H′P . Par construction on a
(40) Λ̂H′
P
= Λ̂F ′
P
modulo J˜ k+h+1Λ̂
M˜
, Λ̂
M˜
:= Λ
M˜
⊗ ÔD
M˜
.
Soit η et ξ les 1-formes diffe´rentielles formelles a` l’origine de C2 × P de´finissant FP
et HP respectivement. Il reste a` montrer que les coefficients de η− ξ appartiennent a`
l’ideal Îk+1P ou` ÎP := (x, y) de´signe l’ide´al de Ô
0×P
C2×P,0 engendre´ par les coordonne´es
x et y.
Les images re´ciproques de η et ξ sur M˜ de´finissent des faisceaux de sous-modules
de Λ̂
M˜
qui se de´composent en(
E˜∗(η)
)
= Iη · ΛF ′
P
,
(
E˜∗(ξ)
)
= Iξ · ΛH′
P
, Iη , Iξ ⊂ Ô
D
M˜
.
Il de´coule de (40) que E˜∗(η)− E˜∗(ξ) est une section globale de J˜ k+h+1Λ̂
M˜
. On voit
facilement par re´currence sur h que les champs de vecteurs xh ∂
∂x
et xh
∂
∂y
sur C2×P
se rele`vent sur M˜ en des champs de vecteurs holomorphes globaux X := E˜∗(xh ∂
∂x
)
et Y := E˜∗(xh
∂
∂y
) . Ainsi en posant x˜ = x ◦ E˜ et y˜ = y ◦ E˜, on voit que
f := x˜−h
(
E˜∗(η) ·X − E˜∗(ξ) ·X
)
et g := x˜−h
(
E˜∗(η) · Y − E˜∗(ξ) · Y
)
sont des sections globales de J˜ k+1, et que ce faisceau est engendre´ par les sections
globales x˜αy˜β , α + β = k + 1 . Comme H1
(
D˜0; ÔD
M˜
)
= 0 d’apre`s (1.2.1) on peut
de´composer
f =
∑
α+β=k+1
fαβ x˜
αy˜β , g =
∑
α+β=k+1
gαβ x˜
αy˜β , avec fαβ , gαβ ∈ H
0
(
D˜0; Ô
D
M˜
)
.
Les coefficients fαβ et gαβ se redescendent (2.1.6) par E˜ en des e´le´ment f
♭
αβ(x, y; t)
et g♭αβ(x, y; t) de Ô
0×P
C2×P, 0. Ainsi
η ·
∂
∂x
− ξ ·
∂
∂x
=
∑
α+β=k+1
f ♭αβ(x, y; t)x
αyβ
et
η ·
∂
∂y
− ξ ·
∂
∂y
=
∑
α+β=k+1
g♭αβ(x, y; t)x
αyβ
appartiennent a` Îk+1P , ce qui ache`ve la de´monstration.
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3. Equire´duction
3.1. Singularite´s de deuxie`me espe`ce. — Nous rappelons et pre´cisons ici
quelques notions classiques sur la re´duction des singularite´s de feuilletages. Pour
plus de de´tails nous renvoyons le lecteur a` [10] [22] ou encore a` [17]. Donnons-nous
une varie´te´ holomorphe M de dimension deux, une courbe a` croisements normaux
D ⊂M et un feuilletage formel F en un point m0 ∈ D .
De´finition 3.1.1. — Nous disons que F est re´duit en m0 si F est : soit re´gulier,
soit de´fini par une 1-forme diffe´rentielle formelle ω qui, dans des coordonne´es locales
approprie´es (x, y) , x (m0) = y (m0) = 0 , s’e´crit
(41) ω = (λx + · · · ) dy + (µ y + · · · ) dx , λ , µ ∈ C , λ 6= 0 ,
µ
λ
/∈ Q<0 ,
ou` + · · · de´signe des termes d’ordre supe´rieur i.e. des e´le´ments de l’ide´al (x, y)2 ⊂
ÔM,m0 .
Nous disons que le couple (F , D) est re´duit en m0 si (F , D) est re´gulier en m0
cf. (2.1.3), ou bien si F est re´duit et chaque germe D′m0 de composante irre´ductible
locale de D en m0 est une courbe invariante de F i.e. la restriction de ω a` D′m0 est
identiquement nulle.
La classification formelle des feuilletages singuliers re´duits est bien connue : il existe
des coordonne´es formelles z1 , z2 ∈ ÔM,m0 , z1(m0) = z2(m0) = 0 et u ∈ ÔM,m0 ,
u(m0) 6= 0 tels que ω = u ω˜ et ω˜ est l’une des 1-formes suivantes, dites formes
normales :
1. ω˜ := λ1z1 dz2 + λ2z2 dz1 avec λ1λ2 6= 0 ,λ1 + λ2 = 1 , λ2/λ1 ∈ C−Q ,
2. ω˜ := q z1 dz2 + p z2 dz1 avec p, q ∈ N∗ , (p, q) = 1 ,
3. ω˜ := q z1(1 + ζ (z
p
1z
q
2)
k) dz2 + p z2(1 + (ζ − 1) (z
p
1z
q
2)
k) dz1 avec p, q, k ∈ N∗ ,
(p, q) = 1 , ζ ∈ C ,
4. ω˜ := (ζzp2 − p)z1 dz2 + z
p+1
2 dz1 , avec p ∈ N
∗, ζ ∈ C .
On dit dans le premier cas que ω˜ est non-re´sonnant. Dans le cas 2. on dit que ω˜
est re´sonnant line´arisable et re´sonnant non-line´arisable dans le cas 3.. Enfin dans
le dernier cas on dit que ω˜ est un selle-nœud. De plus ces e´critures sont uniques :
deux feuilletages de´finis par deux 1-formes distinctes du type 1. a` 4. ne sont pas
formellement conjugue´s.
Remarquons que dans tous les cas les courbes formelles zj = 0 , j = 1, 2 sont des
courbes formelles invariantes (2) de F . Ce sont en fait les seules. Si F est un selle-
nœud le germe de courbe {z2 = 0} est appele´e varie´te´ forte et le germe {z1} = 0 est
appele´ varie´te´ faible de F .
De´finition 3.1.2. — Supposons que F est un selle-nœud et que (F , D) est re´duit.
Nous disons que F est un selle-nœud transverse a` D en m0 si D est lisse au point m0
et si son germe est une varie´te´ forte de F . Dans le cas contraire nous dirons que F est
un selle-nœud tangent a` D en m0 . Lorsque de plus l’holonomie locale de la varie´te´
faible de F est pe´riodique nous dirons que F est un selle-nœud tangent re´sonnant.
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Nous avons suppose´ F formel au point m0 . Lorsque F est transversalement formel
le long de D il est naturel de chercher a` obtenir la forme normale de F dans des
coordonne´es transversalement formelles le long de D .
Proposition 3.1.3. — [18], [19] Soit F un feuilletage transversalement formel le
long de D admettant m0 comme singularite´ isole´e. Si (F , D) est re´duit en m0 et
n’est pas en ce point un selle-nœud tangent a` D , il existe alors des coordonne´es z1 ,
z2 ∈ ÔDM,m0 , z1(m0) = z2(m0) = 0 transversalement formelles le long de D et
u ∈ ÔDM,m0 , u(m0) 6= 0 telles que ω = u ω˜ et ω˜ est l’une des 1-formes 1. a` 4.
ci-dessus.
Lorsqu’un feuilletage formel F a` l’origine de C2 de´fini par une 1-forme a` singularite´
isole´e, Sing(ω) = {0} (8)
ω := a(x, y) dx+ b(x, y) dy
n’est pas re´duit on construit un arbre au dessus de {0} , dans le sens du chapitre 1,
mais de hauteur a` priori infinie, note´
(42)
(
M jω, E
j
ω, Σ
j
ω, C
j
ω, πω, j , D
j
ω
)
j
, ou
(
M jF , E
j
F , Σ
j
F , C
j
F , πF , j , D
j
F
)
j
en de´finissant par induction la succession d’e´clatements de la manie`re suivante :
1. M0ω := C
2 , Σ0ω := {0} =: C
0
ω ,
2. Σjω := Sing(F
j,Djω) ou` F
j de´signe le transforme´ strict de F par l’application
Eω, j := E
1
ω ◦ · · · ◦E
j
ω compose´e des e´clatements de centres C
k
ω , k = 0, . . . , j− 1
et Djω := E
−1
ω, j(0) ,
3. Cjω ⊂ Σ
j
ω est l’ensemble des points de D
j
ω ou` le couple
(
F j , Djω
)
n’est pas
re´duit.
Un the´ore`me classique de Bendixon-Seidenberg [2] [30] [22] affirme que l’arbre
de re´duction d’un feuilletage formel a` l’origine de C2 est de hauteur finie : avec les
notations ci-dessus, il existe un entier note´ hω ou hF pour lequel C
hω
ω = ∅ .
Dans toute la suite du texte nous de´signerons indiffe´remment par A[F ] ou A[ω]
l’arbre (42) que nous appelons arbre de re´duction de F ou de ω. Nous noterons aussi
(43)
EF := Eω := Eω, hω , Mω :=M
hω
ω , DF := Dω := E
−1
ω (0) , F˜ := E
∗
ω(F) .
De´finition 3.1.4. — Nous dirons que :
F est non-dicritique si DF est un ensemble invariant de F˜ ,
F est de deuxie`me espe`ce s’il est non-dicritique et si aucun point singulier de F˜
n’est de type selle-nœud tangent.
F est semi-hyperbolique (9) s’il est non-dicritique et si aucun point singulier de F˜
n’est de type selle-nœud.
(8)i.e. dimC
(
OC2, 0
/
(a, b)
)
<∞
(9)Ces feuilletages sont aussi appele´s courbes ge´ne´ralise´es dans [6]
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L’arbre dual fle´che´ et ponde´re´ A∗[F ] de A[F ], cf. (1.1.2) posse`de une seconde
ponde´ration, la ponde´ration par multiplicite´s que nous allons de´finir maintenant.
De manie`re ge´ne´rale, donnons-nous une application holomorphe E d’une surface
lisse M sur C2 telle que D := E−1(0) soit une hypersurface et une 1-forme formelle
η ∈ Λ̂C2, 0 non ne´cessairement a` singularite´ isole´e. Le sous-faisceau de modules (E
∗(η))
de Λ̂DM engendre´ par E
∗(η) se de´compose de manie`re unique en
(44) (E∗(η)) = Ĵ ·
∏
D∈comp(D)
Î
mD(η)
D · Λ̂F˜η
, mD (η) ∈ N ,
ou` comp(D) de´signe l’ensemble des composantes irre´ductibles de D , ÎD le faisceau des
fonctions transversalement formelles le long de D nulles sur D , Fη le feuilletage de´fini
par η , E∗Fη son transforme´ strict (2.1.1) et Ĵ un faisceau d’ide´aux dont les ze´ros ne
contiennent aucune composante irre´ductible de D . Lorsque η est a` singularite´ isole´e
en 0, on a Ĵ = (1) .
De´finition 3.1.5. — L’entier mD(η) de´fini par (44) s’appelle la multiplicite´ de η
suivant la composante irre´ductible D . Il se note aussi mD (Fη) .
Ce nombre s’interpre`te comme le plus grand entier k tel qu’en chaque point la k-ie`me
puissance d’une e´quation re´duite locale de D divise E∗ (η) .
Enrichissons la donne´e de A∗[F ] en associant a` chaque sommet s correspondant a`
une composante irre´ductible D de Dω , d’une part l’auto-intersection e(s) := 〈D,D〉
et d’autre part la multiplicite´ m(s) := mD(F) ∈ N . On obtient un arbre double-
ment ponde´re´. Nous y rajoutons une donne´e supple´mentaire en munissant du symbole
”fle`che double” chaque sommet dont le diviseur correspondant, appele´ composante di-
critique, n’est pas invariant par F˜ . L’arbre obtenu est note´ Aˇ[F ] .
De´finition 3.1.6. — L’arbre Aˇ[F ] s’appelle arbre dual doublement ponde´re´ associe´
a` F .
Dans [6] on trouvera des formules liant ces multiplicite´s avec le nombre de Milnor
de F de´fini par
(45) µ0 (F) := dimC
(
ÔC2, 0
/
(a, b)
)
,
et avec lamultiplicite´ alge´brique du feuilletage a` l’origine c’est a` dire l’ordre du premier
terme du de´veloppement en se´rie de ω que l’on note ν0(ω) ou ν0(F) . Les auteurs
de´finissent aussi le nombre de Milnor µ0 (F , Z) de F suivant une courbe invariante
lisse Z comme la multiplicite´ a` l’origine de la restriction a` Z d’un champ de vecteurs
formel a` singularite´ isole´e de´finissant F . Ils prouvent la formule suivante, lorsque Dω
est sans composante dicritique :
(46) ν0(F) + 1 =
∑
D∈comp(Dω)
∑
m∈Sing(F˜∩D)
m (D)
(
µm(F˜ , D)− ε(m) + 1
)
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ou` ε(m) est le nombre 1 ou 2 de branches de Dω au pointm etm (D) est de´fini comme
en (1.2) par l’e´galite´ de faisceaux d’ide´aux
Eω
∗M =
∏
D∈comp(Dω)
Î
m (D)
D , M := (x, y) ⊂ ÔC2, 0 .
Remarque 3.1.7. — F est un selle-nœud tangent a` Z si et seulement si µ0(F , Z) >
1 .
La formule (46) permet de voir par induction que, pour F non-dicritique, les mul-
tiplicite´s mD (ω) s’expriment comme des fonctions affines des nombres de Milnor
µm (F˜ , D) , D ∈ comp(Dω) , m ∈ Sing(F˜) , dont les coefficients sont des entiers ≥ 0
qui ne de´pendent que de A∗ [ω] . Le pas de l’induction repose sur les e´galite´s :
(47) mDc (ω) = νc (F˜
j) +
∑
D∈Ad(c)
mD (ω) , Ad(c) :=
{
D ∈ comp(Djω)
/
c ∈ D
}
,
ou` c ∈ Cjω et Dc est la composante de Dω cre´e´e par l’e´clatement de c . Les feuilletages
de deuxie`me espe`ce sont caracte´rise´s par les e´galite´s µm (F˜ , D) = 1 . On en de´duit la
Remarque 3.1.8. — Si F est de deuxie`me espe`ce, alors
1. les multiplicite´s mD (ω) sont donne´es par A∗[ω] ,
2. dans l’ensemble
{
w′ ∈ Λ̂C2, 0 / Sing (w
′) = {0} et A∗[w′] ≡ A∗[w]
}
la ponde´-
ration par multiplicite´s de Aˇ[w] re´alise pour chaque sommet un minimum.
Sous l’hypothe`se de non-dicriticite´, F ne posse`de qu’un nombre fini de courbes
formelles invariantes a` l’origine appele´es se´paratrices formelles de F par certains au-
teurs. Soit f̂ ∈ ÔC2, 0 une e´quation re´duite de l’union de ces courbes que l’on notera
Ŝep (F) ou Ŝep (ω) . Dans [6] les auteurs prouvent :
(48)
ν0 (ω) ≥ ν0 (df̂) , µ0 (ω) ≥ µ0 (df̂) ,
mD (ω) ≥ mD (df̂) , D ∈ comp(Dω) ,
ainsi que l’e´quivalence
(49) F est semi-hyperbolique ⇐⇒ µ0 (ω) = µ0 (df̂) .
Nous allons donner plusieurs caracte´risations des singularite´s de deuxie`me espe`ce.
La plus inte´ressante fera intervenir les faisceaux de base Dω suivants : le faisceau
X̂
F˜
forme´ des germes aux points de Dω des champs de vecteurs X transversalement
formels le long de Dω qui sont tangents a` F˜ i.e. ΛF˜ · X = 0 et le faisceau X̂Ŝ′
forme´ des champs X transversalement formels tangents a` Ŝ′ := E−1ω
(
Ŝep(F)
)
, i.e.
X · I
Ŝ′
⊂ I
Ŝ′
, ou` I
Ŝ′
est le radical du faisceau d’ide´aux
(
f̂ ◦ Eω
)
. De´signons par α le
morphisme X̂
Ŝ′
−→ ÔDωMω qui a` un champ X associe Eω
∗(ω)·X . Le the´ore`me suivant,
annonce´ dans [21], donne une interpre´tation ge´ome´trique de la proprie´te´ prouve´e dans
le lemme cle´ (3.2) de [21].
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The´ore`me 3.1.9. — Soit F un feuilletage formel non-dicritique a` l’origine de C2
de´fini par une 1-forme formelle ω a` singularite´ isole´e et f̂ une e´quation re´duite de
Ŝep(F) . Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1. F est de deuxie`me espe`ce,
2. ν0 (ω) = ν0 (df̂) ,
3. Aˇ[ω] = Aˇ[df̂ ] ,
4. pour chaque D ∈ comp(Dω) on a l’e´galite´ mD (ω) = mD (df̂) ,
5. il existe un D ∈ comp(Dω) pour lequel mD (ω) = mD (df̂) ,
6. on a la suite exacte :
(50) 0 −→ X̂
F˜
−→ X̂
Ŝ′
α
−→
(
f̂ ◦ Eω
)
−→ 0 .
De´monstration. — Dans [6] la de´monstration de la formule (46) reste valable
pour une succession quelconque E d’e´clatements. Appliquons-la a` ω et a` df̂ pour
E = Eω . Comme le lieu singulier de E
∗(F
df̂
) est contenu dans celui de F˜ , on
obtient l’ine´galite´ ν0 (ω) ≥ ν0 (df̂) . Aux points singuliers m de F˜ , µm (E∗(Fdf̂ ), D)
est e´gal a` 1, ou a` 0 si E∗(F
df̂
) est re´gulie`re en m . On en de´duit imme´diatement que
l’e´galite´ ν0 (ω) = ν0 (df̂) est re´alise´e si et seulement si Sing
(
E∗(F
df̂
)
)
= Sing(F˜)
et µm (F˜ , D) = 1 pour chaque point singulier m et chaque composante irre´ductible
D de Dω ; c’est a` dire si et seulement si ω est de deuxie`me espe`ce, ce qui prouve
1.⇐⇒ 2. .
Trivialement on a 3. =⇒ 4. et 4. =⇒ 5. . Pour l’implication 5. =⇒ 2. raisonnons
par contrapose´e et supposons que ν0 (ω) > ν0 (df̂) . La composante D0 de Dω cre´e´e
par l’e´clatement de l’origine satisfait mD0 (ω) > mD0 (df̂) . A l’aide de (48) applique´e
en chaque point singulier des transforme´s stricts de ω et de df̂ sur D0, on en de´duit
que mD (ω) > mD (df̂) pour tout D ∈ comp (Dω) .
Pour montrer 1. =⇒ 3. raisonnons par re´currence sur la hauteur de A[ω] . Il
suffit d’apre`s la proprie´te´ (⋆) ci-dessus de montrer l’e´galite´ A∗[w] = A∗[df̂ ] . Lorsque
hω = 1 les se´paratrices formelles de ω sont des courbes lisses deux a` deux transverses
et il suffit de voir que leur nombre p est ≥ 3 , c’est a` dire que f̂ = 0 n’est pas de´ja`
une courbe a` croisement normal. Sinon ν0 (df̂) = 1 et d’apre`s 1. =⇒ 2. on a aussi
ν0 (ω) = 1 . Dans ce cas les seuls feuilletages qui se re´duisent par un seul e´clatement
sont du type ω = (y + · · · ) dx + (−x + εy + · · · ) dy avec ε = 0 ou 1 . Ces deux
possibilite´s sont exclues car ω est dicritique si ε = 0 et on obtient un selle-nœud
tangent pour F˜ lorsque ε = 1 . La de´monstration du pas de re´currence est triviale.
Calculons maintenant les fibres du co-noyau de α aux points c de Dω .
Nous distinguerons plusieurs cas. Supposons d’abord que F˜ est re´gulier et Dω
est lisse en c . Fixons des coordonne´es transversalement formelles locales z1, z2
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dans lesquelles f̂ ◦ Eω = z
mD (df̂)+1
2 . La composante D de Dω portant c est
{z2 = 0} . Au point c la fibre de X̂Ŝ′ est engendre´e par les champs
∂
∂z 1
et z2
∂
∂z 2
et le germe de F˜ est de´fini par une 1-forme transversalement formelle qui s’e´crit
ω˜ = z
mD (ω)
2 (A(z1, z2) z2 dz1 +B(z1, z2) dz2) avec B(0, 0) 6= 0 . Ainsi
(51)
(
f̂ ◦ Eω
)
c
=
(
z
mD (df̂)+1
2
)
et coker(α) c =
(
z
mD (ω)+1
2
)
.
On en de´duit l’implication 6. =⇒ 4. .
Pour l’implication re´ciproque il reste a` prouver l’exactitude de la suite (50). aux
points singuliers de F˜ car (51) donne l’exactitude aux points re´guliers. Conside´rons
d’abord un point singulier c sur une composante D de Dω ou` Dω est lisse. On sait
que µc (F˜ , D) = 1 car 4. =⇒ 1. . Ainsi dans de bonnes coordonne´es locales en c on
peut e´crire
ω˜ = zq2 (A(z1, z2)z2 dz1 + (λ+B(z1, z2))z1 dz2 ) , B(0, 0) = 0 , λ 6= 0 ,
et f̂ ◦ Eω = z1z
q+1
2 , D = {z2 = 0} , q := mD (ω) = mD (df̂) .
Maintenant X̂
Ŝ′
est engendre´e par z1
∂
∂z 1
et z2
∂
∂z 2
ce qui donne bien
(
f̂ ◦ Eω
)
c
=
coker(α) c =
(
z1 z
q+1
2
)
.
Enfin lorsque c est l’intersection de deux composantes irre´ductibles D′ et D” de
Dω , la singularite´ c est une selle, toujours graˆce a` 4. =⇒ 1. . En posant p := mD” (ω) =
mD” (df̂) et q := mD′ (ω) = mD′ (df̂) , quitte a` bien choisir les coordonne´es, on a
ω˜ = zp1z
q
2 ( (λ2 + · · · )z2 dz1 + (λ1 + · · · )z1 dz2 ) , λ1λ2 6= 0 ,
f̂ ◦ Eω = z
p+1
1 z
q+1
2 , D
′ = {z2 = 0} , D” = {z1 = 0} .
De nouveau X̂
Ŝ′
est engendre´ par z1
∂
∂z 1
et z2
∂
∂z 2
, ce qui donne bien
(
f̂ ◦ Eω
)
c
=
coker(α) c =
(
zp+11 z
q+1
2
)
.
Corollaire 3.1.10. — Si Fω est de deuxie`me espe`ce, alors la re´duction de Fω est
identique a` la re´duction de ses se´paratrices formelles, c’est a` dire : A[Fω] ≡ A[dfˆ ],
ou encore : Mω =Mdfˆ et Eω = Edfˆ .
3.2. Equire´ductibilite´. — Dans ce qui suit, conside´rons un feuilletage formel F
a` l’origine de C2 de´fini par une 1-forme a` singularite´ isole´e ω et une de´formation
FP de F transversalement formelle le long de 0× P de parame`tres P := (C
p, 0) , cf.
(29). Conservons les notations (42), (2.2.2) et (2.2.3). La notion d’e´quire´ductibilite´
correspondra, comme dans la the´orie d’e´quisingularite´ de courbes, a` la possibilite´
d’effectuer une ”re´duction en famille”.
De´finition 3.2.1. — Supposons F non-re´duit. Nous disons que FP est e´quire´ductible
s’il existe un (germe d’) arbre AP =
(
Mj , Ej ,Σj , Sj , πj ,Dj
)
j=0,...,h
au dessus de
P , re´gulier au sens de (1.1.1) et tel que
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1. SingP (FP ) = Σ
0 = 0× P et M0 = C2 × P ,
2. pour chaque j = 1, . . . , h , Σj est le lieu singulier Sing (F jP , D
j) du couple forme´
du transforme´ strict F jP de FP sur M
j et du j-ie`me diviseur exceptionnel, cf.
(2.1.3) et (31),
3. pour toute valeur assez petite de t ∈ P l’arbre AP (t) est exactement l’arbre de
re´duction du feuilletage formel FP (t) .
Si F est de´ja` re´duit nous disons que FP est e´quire´ductible si : SingP (FP ) = 0 × P
et FP (t) est re´duit pour t assez petit.
Il est clair que l’arbre AP lorsqu’il existe est uniquement de´termine´ par FP . Nous
noterons cet arbre
A[FP ] =
(
MjF
P
, EjF
P
,ΣjF
P
, SjF
P
, πF
P
, j ,D
j
F
P
)
j=0,...,h
, ou encore
A[η] =
(
Mjη , E
j
η ,Σ
j
η , S
j
η , πη, j ,D
j
η
)
j=0,...,h
lorque FP est de´finie par la 1-forme η , comme en (29). L’e´quire´ductibilite´ donne
donc :
A[FP ](t) = A[FP (t)] .
Remarquons les deux exemples inte´ressants de de´formations non-e´quire´ductibles
donne´es par les 1-formes suivantes, ou` t ∈ (C, 0) est le parame`tre de de´formation et
λ ∈ (R−Q)>0 est fixe´ :
(52) η1 = x dy + y(y − t) dx et η2 := (t− λ)x dy + y dx .
Dans le premier la condition 3. est re´alise´e sans que la condition 1. le soit. Le deuxie`me
exemple montre que l’e´quire´ductibilite´ n’est pas une condition analytique : F est
re´duit, la condition 1. est re´alise´e mais pour t ∈ λ + Q<0 le feuilletage FP (t) est
dicritique et donc non-re´duit. On peut aussi construire des exemples faisant apparaˆıtre
ces situations apre`s e´clatements. Cependant on voit par un calcul imme´diat :
Proposition 3.2.2. — Supposons la condition 1. de (3.2.1) satisfaite et FP (t) non-
dicritique pour t assez petit. Alors le lieu singulier relatif (31) du transforme´ strict
F1P de FP par l’application d’e´clatement de 0×P est un sous-ensemble analytique de
codimension pure 1 du diviseur exceptionnel. Il est fini au dessus de P si et seulement
si les conditions e´quivalentes suivantes, dites d’e´quimultiplicite´, sont satisfaites :
(53) (i) ν(0, t) (FP (t)) = ν0 (F) , (ii) mD1(t) (FP (t)) = mD1(0) (F) ,
ou` D1(t) de´signe le diviseur cre´e´ par l’e´clatement de l’origine dans C2×{t} . De plus,
lorsque F est re´duit chaque FP (t) est aussi re´duit et lorsque F est un selle-nœud,
chaque FP (t) est aussi un selle-nœud.
La condition SingP (FP ) = 0 × P peut s’exprimer en disant que le nombre de
Milnor µ(0,t) (FP (t)) est inde´pendant de t , cf. (45). Ainsi, toujours sous la condition
FP (t) non-dicritique, les conditions 1. et 2. de (3.2.1) e´quivalent aux conditions :
constance du nombre de Milnor et e´quimultiplicite´ a` chaque e´tape du processus de
re´duction. Le the´ore`me suivant e´tend aux feuilletages de deuxie`me espe`ce un crite`re
d’e´quire´ductibilite´ prouve´ dans [21].
44 J.-F. MATTEI & E. SALEM
The´ore`me 3.2.3. — Soit F un feuilletage formel a` l’origine de C2 a` singularite´
isole´e non-re´duite et non-dicritique et soit FP une de´formation de F formelle le long
de 0× P cf (29), de lieu singulier relatif 0× P . Alors :
1. FP est e´quire´ductible si et seulement si pour chaque t ∈ P assez petit, les
arbres fle`che´s et doublement ponde´re´s (par auto-intersection et par multiplicite´s)
Aˇ[FP (t)] et Aˇ[F ] de´finis en (3.1) sont e´gaux
(10).
2. Si de plus F est de deuxie`me espe`ce, FP est e´quire´ductible si et seulement si
pour chaque t ∈ P assez petit, les arbres duaux de re´duction (fle`che´s et ponde´re´s
par auto-intersection) A∗[FP (t)] et A∗[F ] sont e´gaux.
Remarque 3.2.4. — La condition SingP (FP ) = 0 × P est une hypothe`se essen-
tielle dans ce the´ore`me. Dans l’exemple de la de´formation FC donne´e par η :=
y dx+x(x− t) dy cette hypothe`se n’est pas satisfaite bien qu’en chaque point (0, t) le
feuilletage FC(t) soit re´duit et de multiplicite´ alge´brique un. On construit facilement
des de´formations satisfaisant Aˇ[FP (t)] = Aˇ[F ] ou` ce phe´nome`ne se produit a` une
e´tape du processus de re´duction. Ces de´formations ne sont pas e´quire´ductibles car
SingP (FP ) 6= 0× P .
De´monstration du the´ore`me. — Montrons d’abord l’e´quivalence 1. Une des implica-
tion est triviale. Soit η := A(x, y; t) dx + B(x, y; t) dy une 1-forme de´finissant FP .
Notons ηt la restriction de η a`
(
C2 × P, (0; t)
)
et(
Mjηt , E
j
ηt ,Σ
j
ηt , S
j
ηt , πηt, j ,D
j
νt
)
j=0,...,hηt
l’arbre de re´duction A[FP (t)] . De´signons par η
j
t la 1-forme diffe´rentielle sur M
j
ηt ,
image re´ciproque de ηt par la compose´e E
1
ηt ◦ · · · ◦ E
j
ηt et par F
j
P (t) le transforme´
strict de FP (t) sur M
j
ηt . Supposons satisfaite l’e´galite´
(54) Aˇ[FP (t)] = Aˇ[F ] .
Nous allons construire par induction un arbre d’e´quire´duction de FP , mais aupara-
vant faisons quelque remarques utiles.
La difficulte´ principale est qu’on ne dispose pas de notion de ”continuite´” de la
correspondance t 7−→ Aˇ[FP (t)] . En effet lorsque Aˇ[F ] posse`de des syme´tries non-
triviales on ne peut pas en ge´ne´ral, a` partir seulement de la donne´e de Aˇ[FP (t)],
associer de fac¸on canonique une composante irre´ductible du diviseur de re´duction Dηt
de FP (t) a` chaque sommet de Aˇ[FP (t)] . La condition (54) donne cependant quelques
informations globales. On sait en effet retrouver a` partir de la ponde´ration par auto-
intersection ”l’ordre de cre´ation des composantes”. Plus pre´cise´ment effectuons sur
Aˇ[FP (t)] les ope´rations qui correspondent aux contractions des composantes de Dηt
(10)L’e´galite´ signifie l’isomorphisme, en un sens clair, d’arbres fle`che´s et doublement ponde´re´s,
puisque ces arbres, comme graphes dans R2 , ne sont en fait de´finis qu’a` isomophisme pre`s.
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d’auto-intersection -1, c’est a` dire les ”mouvements” consistant a` remplacer
· · ·
(e′,m′)
•
ւf′
1
· · · f′
r′
ց
(−1,m)
•
ւf1 · · · frց
(e”, m”)
•
ւf”1 · · · f”r”ց
· · ·
par
· · ·
(e′+1,m′)
•
ւf′
1
· · · f′
r′
ց
(e”+1,m”)
•
ւf”1 · · · f”r”ց
· · ·
et
· · ·
(e′,m′)
•
ւf1 · · · frց
(−1,m)
•
ւf′1 · · · f′r′
ց
· · ·
par
· · ·
(e′+1,m′)
•
ւf1 · · · fr+1ց
· · ·
On obtient un nouveau graphe fle`che´ et doublement ponde´re´ note´ Aˇh−1[FP (t)] , qui
est en fait ”l’arbre dual fle´che´ et doublement ponde´re´ associe´ aux diviseur Dh−1ηt ”.
En re´pe´tant cette ope´ration on obtient tous les arbres duaux interme´daires Aˇj [FP (t)]
associe´s au diviseurs Djηt , et cela de manie`re uniquement combinatoire a` partir de
Aˇ[FP (t)] . Ainsi la condition (54) donne les e´galite´s
(55) Aˇj[FP (t)] = Aˇ
j [F ] , j = 1 . . . h ,
et la constance du nombre
mj(t) :=
∑
D∈comp(Djηt)
mD(ηt) ,
ou` comp
(
Djηt
)
de´signe l’ensemble des composantes irre´ductibles. Mais FP (t) est non-
dicritique, car Aˇ[FP (t)] n’a pas de symbole ”double fle`che” et la multiplicite´ mD(ηt)
d’une composante D ⊂ Dj+1ηt cre´e´e par l’e´clatement d’un point c de S
j
ηt est e´gale a` la
multiplicite´ alge´brique de ηjt en ce point. Le nombre mj+1(t)−mj(t) est donc e´gal a`
la somme des multiplicite´s νc
(
ηjt
)
de ηjt aux points c ∈ S
j
ηt . D’autre part νc
(
ηjt
)
−
νc
(
F jP (t)
)
est la somme des multiplicite´s mD(η
j
t ) des composantes irre´ductibles D
de Djηt qui passent par c . Ainsi le nombre
∆j(t) :=
∑
c∈Sjηt
νc
(
ηjt
)
− νc
(
F jP (t)
)
se calcule a` partir de Aˇj [FP (t)] et Aˇj+1[FP (t)] . Il est constant d’apre`s (55). On en
de´duit que
(56) m˜j(t) :=
∑
c∈Sjηt
νc
(
F jP (t)
)
= mj+1(t)−mj(t)−∆j(t)
est aussi constant. Nous sommes maintenant en mesure de de´crire l’induction.
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Conside´rons le transforme´ strict F1P du feuilletage FP par l’application E
1 :
M1 −→ C2×P d’e´clatement de centre S0 := 0×P . D’apre`s (3.2.2) son lieu singulier
Σ1 est une courbe, contenue dans le diviseur exceptionnel D1 := (E1)−1(0 × P ) car
SingP (FP ) = 0 × P qui est fini au dessus de P via π1 := π0 ◦ E
1 , π0(x, y; t) := t
d’apre`s (3.2.2). La restriction F1P (t) de F
1
P a`M
1(t) := π−11 (t) est le transforme´ strict
de FP (t) par l’e´clatement de l’origine et Σ1(t) := Σ1 ∩M1(t) est le lieu singulier de
F1P (t) . Ainsi #Σ
1(t) est le nombre de fle`ches et d’areˆtes porte´es par le sommet de
Aˇ[FP (t)] correspondant au premier diviseur cre´e´. Ce nombre est constant d’apre`s (55).
On en de´duit que Σ1 est e´tale au dessus de P via π1 . Toujours d’apre`s (3.2.2) les com-
posantes de Σ1 sont de deux types : ou bien F1P (t) est re´duit en chaque point, ou bien
F1P (t) n’est re´duit en aucun point. Notons S
1 l’union des composantes du second type.
Supposons maintenant que l’on ait ite´re´ n fois cette construction, c’est a` dire que
l’on dispose d’un arbre au dessus de P de hauteur n
An :=
(
Mj, Ej ,Σj , Sj , πj ,D
j
)
j=0,...,n
qui satisfait les proprie´te´s suivantes : notons comme d’habitude : Ej := E
1 ◦ · · · ◦Ej ,
πj := π0 ◦Ej et de´signons par F
j
P le transforme´ strict de FP par Ej et par F
j
P (t) sa
restriction a` Mj(t) := π−1j (t) , alors
(i) Σj est le lieu singulier de F jP ,
(ii) Sj est l’union des composantes irre´ductibles de Σj forme´e des points m′ ou` le
germe de F jP (πj(m
′)) n’est pas re´duit.
Parame`trisons les composantes S n1 , . . . , S
n
k de S
n par des sections c1(t), . . . , ck(t) de
πn et notons ν˜r(t) la multiplicite´ alge´brique νcr(t) (F
n
P (t)) de F
n
P (t) au point cr(t) .
Le nombre
ν˜n(t) :=
k∑
r=1
ν˜r(t)
est e´gal au nombre m˜n(t) de´finit en (56), car An(t) est une partie de l’arbre de
re´duction de FP (t) . Il est constant. Comme les applications t 7−→ ν˜r(t) sont locale-
ment de´croissantes, chaque multiplicite´ νcr(t) (F
n
P (t)) est aussi constante. Ainsi le
lieu singulier Σn+1 du transforme´ strict de FP par l’application E
n+1 d’e´clatement
de S n est fini au dessus de P via πn+1 := πn ◦ En+1 . Le nombre de points de
Σn+1(t) := Σn+1 ∩ π−1n+1(t) est e´gal au nombre total de fle`ches et d’areˆtes de
Aˇn+1[FP (t)] . Ce nombre est donc constant d’apre`s (55) et Σn+1 est lisse e´tale au
dessus de P . On note S n+1 l’union des composantes de Σn+1 contenant un point
non-re´duit de Fn+1P (0) . Les conditions (i) et (ii) ci-dessus sont satisfaites et l’on peut
continuer l’induction jusqu’a` re´duction comple`te.
Montrons maintenant 2. Nous reprenons la meˆme induction. La seule diffe´rence
dans cette construction est qu’il faut maintenant de´duire la constance des multi-
plicite´s ν˜r(t) de l’hypothe`se : ”F est de deuxie`me espe`ce”. Conservons les meˆmes
notations. Puisquel’on a A∗[FP (t)] = A∗[F ] , il existe pour chaque t une bijection
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ρt : {1, . . . k} −→ {1, . . . k} telle qu’en de´signant par (FnP (t), m) le germe de F
n
P (t)
en m ∈ π−1n (t) , on ait l’e´galite´ des arbres duaux de re´duction :
A∗ [ (FnP (t), cr(t) ) ] = A
∗
[ (
FnP (0), cρt(r)(0)
) ]
.
On voit facilement que l’hypothe`se : ”F est de deuxie`me espe`ce” implique que chaque
(FnP (0), cr(0) ) est aussi de deuxie`me espe`ce. La proprie´te´ de minimalite´ (∗∗) de
(3.1.8) et la de´croissance des t 7−→ ν˜r(t) donnent
ν˜ρt(r)(0) ≤ ν˜r(t) ≤ ν˜r(0) .
En sommant ces ine´galite´s on obtient ν˜n(t) = ν˜n(0) . De la meˆme manie`re que
pre´ce´demment on conclut a` la constance de chaque ν˜r(t) .
3.3. Ge´ne´ricite´ de l’e´quire´duction. — Supposons la de´formation FP fixe´e au
de´but de (3.2) a` nombre de Milnor constant, ou bien, ce qui revient au meˆme :
SingP (FP ) = 0×P . Nous nous proposons de de´crire l’ensemble NR (FP ) des points
t0 ∈ P tels que ou` le germe de FP en (0, t0) n’est pas une de´formation e´quire´ductible
de FP (t0)
(57) NR (FP ) := {t0 ∈ P /FP non-e´quire´ductible en t0 } .
L’exemple η2 de (52) montre que NR (FP ) n’est pas analytique. L’obstruction y
re´side dans la dicriticite´ de certains feuilletages FP (t) . Pour obtenir un ensemble
analytique ferme´, affaiblissons la notion de ”forme re´duite”.
De´finition 3.3.1. — Nous disons qu’une 1-forme formelle ω′ := (αx + βy) dx +
(ζx + ξy) dy + · · · , avec α , β , ζ , ξ ∈ C est pre´-re´duite si les valeurs propres de la
matrice (
−ζ −ξ
α β
)
sont distinctes. Un feuilletage formel en un point F sera dit pre´-re´duit si son sature´
est de´fini en ce point par une forme pre´-re´duite.
Un calcul imme´diat permet de voir que ω′ est pre´-re´duite si et seulement si le polynoˆme
homoge`ne de plus bas degre´ du de´veloppement de ω′ ·
(
x ∂
∂x
+ y
∂
∂y
)
est de degre´
deux, avec deux racines simples (dans P1 ). Ces points sont alors les singularite´s
du transforme´ strict de Fω′ par l’e´clatement de l’origine. Il est clair, par cette in-
terpte´tation ge´ome´trique, que :
(⋆ ) l’ensemble des valeurs du parame`tre t0 ∈ P ou` FP (t0) n’est pas pre´-re´duite
est analytique ferme´.
On de´finit de manie`re naturelle l’arbre de pre´-re´duction d’un feuilletage formel F
par la succession d’e´clatements d’e´clatements qui consiste, a` chaque e´tape, a` e´clater
simultane´ment les points singuliers non-pre´-re´duits. Cet arbre est fini, puisque toute
forme re´duite est pre´-re´duite. On obtient aussi la notion de de´formation e´qui-pre´-
re´ductible en remplacant dans (3.2.1) la condition 3. par la condition :
3’. pour toute valeur assez petite de t ∈ P l’arbre AP (t) est l’arbre de pre´-re´duction
du feuilletage formel FP (t) .
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Conside´rons l’ensemble NPR (FP ) des t0 ∈ P tels que le germe de FP en (0, t) n’est
pas une de´formation e´qui-pre´-re´ductible de FP (t0),
NPR (FP ) := { t0 ∈ P / FP non-e´qui-pre´-re´ductible en t0 }
Par des arguments standard et a` l’aide de (∗), on montre :
Proposition 3.3.2. — NPR (FP ) de´finit un germe a` l’origine de sous-ensemble
analytique ferme´ de P , de dimension strictement infe´rieure a` la dimension de P ,
e´ventuellement vide.
Pour de´crire NR (FP ) il reste a` analyser comment s’effectue le passage de la pre´-
re´duction a` la re´duction. Remarquons d’abord que le diviseur de cˆıme de l’arbre de
pre´-re´duction peut posse`der des composantes dicritiques, c’est a` dire des composantes
irre´ductibles non-invariantes. On appellera ces composantes, composantes dicritiques
du premier type. On montre facilement, par re´curence sur la hauteur de l’arbre de
pre´-re´duction de FP (0) , le lemme suivant.
Lemme 3.3.3. — Supposons la deformation FP pre´-equire´ductible. Alors l’ensem-
ble Dic(1) (FP ) des t ∈ P tels que la re´duction de FP (t) admette une composante
dicritique du premier type est analytique ferme´, e´ventuellement vide ou e´gale a` P .
Sur le diviseur de cˆıme D′ de l’arbre de pre´-re´duction de F , conside´rons un
point m ou` le germe de la transforme´e stricte F˜ ′ de F est pre´-re´duit mais non-
re´duit. Dans de bonnes coordonne´es z1 , z2 , F
′ est donne´ par une 1-forme du type
αz2 dz1 − βz1 dz2 + · · · avec β/α ∈ Q>0 et β/α 6= 1. Nous laissons au lecteur le soin
de ve´rifier les affirmations ci-dessous, en examinant chaque e´ventualite´ : m est un
point re´gulier de D′, ou bien m est un point singulier de D′ :
1) β/α /∈ N∗∪ 1
N∗
. Le feuilletage est alors t.f. line´arisable dans des coordonne´es
transversalement formelles, il admet une inte´grale premie`re transversalement-
formelle-me´romorphe (11)et une ou plusieurs composantes dicritiques apparaissent
dans la succession d’e´clatements supple´mentaires que l’on effectue, au dessus du
point m, pour aboutir a` des singularite´s re´duites. Nous appellerons ces composantes,
composantes dicritiques du deuxie`me type.
2) β/α ∈ N∗ ∪ 1
N∗
. Il existe alors des coordonne´es ”normalisantes” transversa-
lement formelles dans lesquelles le feuilletage est donne´ par la 1-forme
(n z1 + λ z
n
2 ) dz2 − z2dz1 , λ ∈ C , n ≥ 2.
Lorsque λ est non-nul, {z2 = 0} est l’unique se´paratrice. Cette courbe correspond au
diviseur, qui est lisse au point m. La re´duction se fait par une chaˆıne de n e´clatements
supple´mentaires. Elle cre´e n − 1 singularite´s de type selle et une singularite´ de type
selle-nœud, situe´e au point d’intersection de l’avant dernie`re composante et de
la dernie`re composante cre´e´, dont c’est l’unique singularite´. L’holonomie de cette
(11)C’est a` dire un e´le´ment du corps des fractions de l’anneau des germes, au point m, de fonctions
transversalement formelles.
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dernie`re composante est l’identite´ et ce selle-nœud est tangent-re´sonant, c.f. (3.1.2).
Par contre, si λ = 0, le feuilletage se re´duit encore par une chaˆıne de n e´clatements
faisant apparaˆıtre n − 1 singularite´s de type selle, mais le dernier diviseur cre´e est
dicritique, partout transverse au transforme´ strict du feuilletage. Nous appellerons
une telle composante, composante dicritique du troisie`me type.
Signalons enfin que le coefficient λ et les n-jets au point m de z1 et z2 sont donne´s
alge´briquement par le n-jet d’une 1-forme de´finissant le feuilletage au point m.
Lorque λ est non-nul, on peut le choisir e´gal a` 1, quitte a` effectuer une homothetie.
En particulier, la distinction entre les deux types de formes normales : λ = 1 ou bien
λ = 0 , est donne´e par le n-jet du feuilletage le long du diviseur (12) .
Conside´rons les ensembles Dic(r) (FP ), r = 1, 2, 3, des t ∈ P tels que la
re´duction de FP (t) admette une composante dicritique du type r, et notons
Dic (FP ) := ∪
3
r=1Dic
(r) (FP ). On de´duit sans trop de peine de ce qui pre´ce`de, les
proprie´te´s suivantes :
Proposition 3.3.4. — Pour les feuilletages (non-dicritiques) de deuxie`me espe`ce,
la pre´-re´duction des singularite´s est e´gale a` la re´duction des singularite´s.
The´ore`me 3.3.5. — Supposons la de´formation FP a` nombre de Milnor constant et
supposons aussi Dic (FP ) 6= P . Alors :
1. Dic(2) (FP ) ∪Dic
(3) (FP ) ⊂ NR (FP )−NPR (FP )
2. Dic(3) (FP ) ⊂ Dic
(2) (FP ) = NR (FP )−NPR (FP )
3. NR (FP ) − NPR (FP ) est ou bien vide, ou bien une union de´nombrable
de sous ensembles analytiques ferme´s de P de dimension < dimP et
NR (FP )−NPR (FP ) est un sous-ensemble semi-analytique re´el 6= P .
Supposons, de plus, que la de´formation FP (t) de´pende alge´briquement de t, i.e. existe
une forme diffe´rentielle Ω := A(x, y; t) dx +B(x, y; t) dy , avec A(x, y; t), B(x, y; t) ∈
C[t] [[x, y]] qui de´finit FP (t) chaque fois que l’on fixe t ∈ P proche de l’origine. Alors,
dans les proprie´te´s 1. et 2. ci-dessus, on peut remplacer les termes : ”analytique” et
”semi-analytique re´el” par les termes ”alge´brique” et ”semi-alge´brique re´el”.
4. E´quisingularite´ semi-locale
Fixons un feuilletage formel F a` l’origine de C2 , non-dicritique, donne´ par une
1-forme formelle a` singularite´ isole´e ω := a(x, y) dx + b(x, y) dy . Notons encore EF :
MF −→ C2 l’application de re´duction de F ainsi que DF le diviseur exceptionnel et
F˜ le transforme´ strict de F sur MF . Donne´e une de´formation e´quire´ductible FP de
F de parame`tres P := (Cp, 0) , nous noterons EF
P
:MF
P
−→ C2 × P l’application
(12)Deux formes formelles le long d’une courbe D˜′ ont meˆme l-jet le long de D˜′ si elles diffe`rent
d’une forme a` coefficients dans Il+1
D˜′
, ou` I
D˜′
de´signe le faisceau des fonctions transversallement
formelles le long de D˜′ qui s’annullent sur D˜′ .
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d’e´quire´duction de FP , πFP le compose´ de EFP avec la projection canonique sur
P , DF
P
le diviseur exceptionnel E−1F
P
(0× P ) et F˜P le transforme´ strict de FP sur
MF
P
. Nous identifions encore MF a` la fibre de π
−1
FP
(0) et DF a` l’intersection de
cette fibre avec DF
P
. Enfin fixons un recouvrement distingue´ U de DF , c.f. (1.4.2).
4.1. Equivalence semi-locale de de´formations. — Conside´rons deux de´for-
mations FP et F
′
P de F transversalement formelles le long de 0× P .
De´finition 4.1.1. — Nous disons que FP et F
′
P sont semi-localement e´qui-
valentes, en abre´ge´ ŜL -e´quivalentes et nous notons FP∼ŜLF
′
P , si FP et F
′
P sont
e´quire´ductibles et si elles induisent des syste`mes semi-locaux (2.3.4) formellement
conjugue´s.
Explicitons cette de´finition. La relation FP∼ŜLF
′
P signifie l’existence pour chaque
U ∈ U , d’un germe le long de U de diffe´omorphisme ΨU :
(
MF′
P
, U
)
−→
(
MF
P
, U
)
transversalement formel le long de DF ′
P
, qui commute aux projections πF′
P
et πF
P
,
vaut l’identite´ sur MF et conjugue les germes le long de U de F˜ ′P et F˜P .
Fixons une de´formation e´quire´ductible FP . Nous pouvons exprimer comme un
espace de cohomologie l’ensemble des classes formelles de de´formations e´quire´ductibles
de F , transversalement formelles le long de 0× P , qui sont ŜL -modele´es sur FP :
M̂od (FP ) :=
{
F ′P de´formation e´quire´ductible de F
/
FP∼ŜLF
′
P
}
∼P, for
,
ou`∼P, for de´signe comme en (2.2) la relation d’e´quivalence formelle entre de´formations.
La classe de conjugaison de F ′P sera note´e
{
F ′P
}
.
Conside´rons le faisceau
̂̂
G ≃ Ĝ de´fini en (1.3.1) des germes aux points de DF de
diffe´omorphismes transversalement formels le long de DF
P
, qui commutent avec πF
P
et valent l’identite´ sur MF . Soit Âut (FP ) le sous-faisceau de Ĝ forme´ des e´le´ments
qui laissent invariant F˜P . Supposons l’e´quivalence FP∼ŜLF
′
P satisfaite. Avec les
notations pre´ce´dentes, la collection ΦUV := ΨU ◦ Ψ
−1
V , U, V ∈ U , U ∩ V 6= ∅ , est
une 1-cochaine a` valeurs dans Âut (FP ) . Elle de´finit un 1-cocycle
[
ΨU ◦Ψ
−1
V
]
∈
H1
(
U , Âut (FP )
)
, note´
[
F ′P
]
. Soit F”P une autre de´formation ŜL -e´quivalente a`
FP . En interpre´tant la relation de cohomologie comme une relation de compatibilite´
de conjugaisons locales, on voit imme´diatement :
F ′P ∼P, for F”P ⇐⇒
[
F ′P
]
= [F”P ] .
On a ainsi une injection
(58) M̂od (FP ) −→ H
1
(
U , Âut (FP )
)
,
{
F ′P
}
7−→
[
F ′P
]
.
The´ore`me 4.1.2 (de re´alisation). — L’application (58) ci-dessus est bijective.
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De´monstration. — La me´thode de construction est similaire a` celle de´ja` utilise´e pour
montrer le the´ore`me de re´alisation (2.3.6). Soit C := (ΦUV ) ∈ Z1
(
U , Âut (FP )
)
.
Appliquons l’assertion 5. du the´ore`me de de´termination finie (1.4.8) a` l’arbre d’e´qui-
re´duction A[FP ] et au cocycle induit par C dans Z
1
(
U ;
̂̂
G
)
. Il existe le long de
chaque U ∈ U un germe ΦU de diffe´omorphisme transversalement formel et des germes
de biholomorphismes Φ˜UV le long des intersections non-vides U ∩ V , U, V ∈ U , qui
satisfont les relations de commutation avec πF
P
, valent l’identite´ au dessus de 0 et tels
que : ΦUV = ΦU ◦Φ˜UV ◦Φ
−1
V . SoitMC la varie´te´ holomorphe obtenue en recollant par
les biholomorphismes Φ˜UV des voisinages, dans MF
P
, des ouverts U ∈ U . Elle est
naturellement munie d’un diviseur DC , d’une submersion πC sur P et d’un plongement
σC :MF →֒ MC . D’apre`s le lemme (1.4.5) elle est biholomorphe (au dessus de P ) a`
la cime M′ d’un arbre A′P au dessus de P ; de plus A
′
P (0) est l’arbre de re´duction de
F . L’invariance de FP par ΦUV donne
Φ˜∗UV (ΦU
∗ (FP )) = ΦV
∗ (FP ) .
Cette e´galite´ signifie que MC est aussi munie d’un feuilletage FC , transversalement
formel le long de DC tel que σ∗C (FC) = F˜ . On obtient ainsi sur M
′ un feuilletage
transversalement formel le long du diviseur exceptionnel qui est une de´formation
de F˜ . Son image directe, cf. (2.1.2), (2.1.6), sur C2 × P est, par construction, une
de´formation de F qui est ŜL -e´quivalente a` FP .
Remarque 4.1.3. — A priori tout ce qui pre´ce`de semble de´pendre du choix du
recouvrement distingue´ U de DF . Cela n’est pas geˆnant : tout d’abord, pour ce qui
nous inte´resse dans ce travail, nous pouvons fixer U ; d’autre part nous aurions pu
de´finir la notion de ŜL -e´quivalence ainsi que l’espace de cohomologie associe´ en passant
a` la limite sur l’ensemble des recouvrements distingue´s de DF (qui forme clairement
un syste`me inductif). Mais cette pre´caution est superflue. Il est en effet possible de
de´montrer que, si les transforme´s stricts de deux de´formations e´quire´ductibles de F
sont formellement conjugue´s au voisinage d’un e´le´ment U de U , alors ils le sont aussi
au voisinage de tout e´le´ment U ′ d’un recouvrement distingue´ U ′ tel que U ⊂ U ′ . Il
en est de meˆme pour des intersections d’ouverts de recouvrements distingue´s.
4.2. De´formations ŜL -e´quisingulie`res. — Notons FcstP la de´formation con-
stante de F de parame`tres P de´finie en (32), c’est a` dire la de´formation de´finie par
a(x, y) dx + b(x, y) dy , conside´re´e comme 1-forme transversalement formelle le long
de 0 × P dans
(
C2 × P, 0
)
. C’est e´videmment une de´formation e´quire´ductible et
l’application d’e´quire´duction EFcst
P
est le produit EF × IdP :MF ×P −→ C2×P de
l’application de re´duction de F par l’identite´ de P . Rappelons qu’une de´formation
est dite formellement triviale si elle est formellement conjugue´e a` FcstP .
De´finition 4.2.1. — Une de´formation FP transversalement formelle le long de 0×
P est dite ŜL -e´quisingulie`re si elle est e´quire´ductible et ŜL -e´quivalente a` FcstP .
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La proposition (4.1.2) donne l’identification.
(59) M̂od
(
FcstP
) ∼
−→ H1
(
U ; Âut
(
FcstP
))
,
Un germe de Âut
(
FcstP
)
s’interpre`te comme un (germe de) famille Φt de
diffe´omorphismes de MF , transversalement formels le long de DF , qui laissent
invariant le feuilletage re´duit F˜ et telle que Φ0 soit l’identite´. Aussi nous adopterons
souvent la notation (ΦW, t)t pour les sections de Âut
(
FcstP
)
sur un ouvert W de DF .
Lemme 4.2.2. — Soient FP1 et FP2 deux de´formations ŜL -e´quisingulie`res de F de
parame`tres Pj := (Cpj , 0) , j = 1, 2 . Il existe alors une de´formation ŜL -e´quisingulie`re
FP1×P2 de F de parame`tres P1 × P2 qui est conjugue´e a` FP1 , respectivement a` FP2
lorsqu’on restreint l’espace des parame`tres a` P1 × 0 , respectivement a` 0× P2 .
De´monstration. — Notons
(
ΦjUV, tj
)
∈ Z1
(
U ; Âut
(
FcstPj
))
un cocycle associe´ a`
FPj , par la bijection (59), j = 1 , 2 . Le recouvrement U n’ayant pas d’intersection 3
a` 3 non-triviale, les ”compose´s” Φ1UV, t1 ◦ Φ
2
UV, t2
, U ∩ V 6= ∅ , de´finissent un e´le´ment
de Z1
(
U , Âut
(
FcstP1×P2
))
. La proposition (4.1.2) donne la de´formation cherche´e.
Ce lemme, qui peut s’interpre´ter comme une proprie´te´ d’irre´ductibilite´ de l’espace des
de´formations ŜL -e´quisingulie`res, est essentiel dans la de´monstration du the´ore`me de
versalite´ (4.6.3).
4.3. Champs basiques, champs transverses. — Un champ de vecteurs deMF
P
transversalement formel le long d’un ouvert de DF
P
sera appele´ ici basique pour FP
s’il est tangent a` DF
P
et si son flot laisse le feuilletage F˜P invariant. Les germes de
tels champs forment un faisceau de base DF
P
que nous notons B̂
F˜P
. De´signons par
B̂
v
F˜P le sous-faisceau de B̂F˜P
des germes de champs de vecteurs basiques verticaux,
c’est a` dire basiques et qui annulent l’application tangente TπF
P
. De´signons aussi
par X̂
v
F˜P le sous-faisceau de B̂
v
F˜P des champs verticaux tangents a` F˜P . Ce dernier est
un faisceau de modules cohe´renr, en fait localement libre de rang 1, sur le faisceau
d’anneaux Ô
DF
P
MF
P
, de base DF
P
, des germes de fonctions transversalement formelles
le long de DF
P
, cf. (24). Ce n’est plus le cas de B̂
v
F˜P qui posse`de seulement une
structure de faisceau de π∗F
P
(OP )-modules.
De´finition 4.3.1. — Nous appelons champ transverse (13) de F˜P toute section du
faisceau T̂
F˜P
qui est de´fini par la suite exacte
(60) 0 −→ X̂
v
F˜P −→ B̂
v
F˜P −→ T̂ F˜P
−→ 0 .
Nous notons {X} la section de T̂
F˜P
de´finie par une section X de B̂
v
F˜P .
(13)Appele´ aussi syme´trie transverse dans [10].
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Restreignons la base de ces faisceaux a` DF ⊂ DF
P
, en d’autres termes conside´rons
les faisceaux
B̂ v
F˜P
:= i−1
(
B̂
v
F˜P
)
, X̂ v
F˜P
:= i−1
(
X̂
v
F˜P
)
,
T̂
F˜P
:= i−1
(
T̂
F˜P
)
, ÔMF
P
:= i−1
(
Ô
DF
P
MF
P
)
,
ou` i : DF →֒ DF
P
est l’application d’inclusion.
Explicitons les fibres de ces faisceaux en un point m ∈ DF ou` le feuilletage F˜P est
re´gulier. Fixons des coordonne´es transversalement formelles z1 , z2 , t1, . . . , tp dans
lesquelles F˜P est de´fini par le champ
∂
∂z1
, DF
P
par z2 = 0 et πF
P
= (t1, . . . , tp) .
Alors les e´le´ments de B̂ v
F˜P ,m
sont les germes de champs transversalement formels (en
la variable z2 ) qui s’e´crivent
(61) α(z1, z2, t1, . . . , tp)
∂
∂z 1
+ β(z2, t1, . . . , tp) z2
∂
∂z 2
,
et X̂ v
F˜P ,m
est le ÔMF
P
,m-module libre de base
∂
∂z1
. On voit ainsi que, si la coor-
donne´e z2 est de´finie sur un ouvert W de DF − Sing(F˜) , i.e. z2 ∈ ÔMF
P
(W ) , alors
l’application de restriction T̂
F˜P
(W ) −→ T̂
F˜P ,m
est surjective. D’ou` :
Proposition 4.3.2. — Sur l’ouvert DF − Sing
(
F˜
)
le faisceau T̂
F˜P
est localement
constant. En particulier, donne´s deux ouverts U et W de DF , W ⊂ U , dont les
groupes fondamentaux en un point de base m ∈ W satisfont π1(W ; m) = π1(U ; m)
et tels que (U −W ) ∩ Sing
(
F˜
)
= ∅ , alors, toute section de T̂
F˜P
sur W se prolonge
de manie`re unique en une section de T̂
F˜P
sur U .
Lemme 4.3.3. — Soit W un ouvert d’une composante irre´ductible D de DF , W 6=
D . Alors l’application canonique B̂ v
F˜P
(W ) −→ T̂
F˜P
(W ) est surjective.
De´monstration. — Visiblement X̂ v
F˜P
est un faisceau de ÔMF
P
-modules localement
libre de rang 1. A l’aide de la suite exacte de cohomologie associe´e a` (60) il suffit de
prouver que H1
(
W ; ÔMF
P
)
est nul. La restriction de Ô
DF
P
MF
P
a` tout voisinage de
Stein V de W dans DF
P
est isomorphe a` OV
N d’apre`s les e´critures (25) et (26). La
conclusion re´sulte de la cohe´rence de OV et de l’existence d’un syste`me fondamental
de voisinages de Stein de W dans DF
P
.
Proposition 4.3.4. — La suite exacte (60) associe´e au recouvrement distingue´ U de
DF induit une suite exacte longue
0 −→ H0
(
U ; X̂ v
F˜P
)
−→ H0
(
U ; B̂ v
F˜P
)
−→ H0
(
U ; T̂
F˜P
)
δ0−→ H1
(
U ; X̂ v
F˜P
)
−→ H1
(
U ; B̂ v
F˜P
)
−→ H1
(
U ; T̂
F˜P
)
δ1−→ 0
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De´monstration. — Conside´rons le diagramme suivant dont les lignes sont exactes
d’apre`s le lemme ci dessus :
0 −→
∏
U∈U
X̂ v
F˜P
(U) −→
∏
U∈U
B̂ v
F˜P
(U) −→
∏
U∈U
T̂ v
F˜P
(U) −→ 0
↓ ↓ ↓
0 −→
∏
U,V ∈U
X̂ v
F˜P
(U ∩ V ) −→
∏
U,V ∈U
B̂ v
F˜P
(U ∩ V ) −→
∏
U,V ∈U
T̂ v
F˜P
(U ∩ V ) −→ 0
.
Comme le recouvrement U est sans intersection trois a` trois, la suite du serpent de ce
diagramme correspond a` la suite longue de cohomologie de la proposition.
Pour simplifier le texte de´signons ici par NP l’un des trois faisceaux
(62) B̂ v
F˜P
, X̂ v
F˜P
, T̂
F˜P
.
Faisons varier W dans le syste`me inductif de tous les recouvrements distingue´s de
DF .
Proposition 4.3.5. — Chaque application canonique de H1 (U ; NP ) dans lim−→W
H1 (W ; NP )
est bijective.
De´monstration. — Conside´rons d’abord le cas NP = X̂ v
F˜P
. On a vu dans la
de´monstration du lemme (4.3.3) que tout recouvrement distingue´ est acyclique
pour ce faisceau. On conclut par le the´ore`me de Leray. Le cas NP = T̂F˜P
est une
conse´quence directe de la proposition (4.3.2). Enfin le cas NP = B̂ v
F˜P
s’obtient par
passage a` la limite inductive des suites exactes longues (4.3.4).
Lorsque P est re´duit a` {0} on a FP = F et les faisceaux (62) sont constitue´s de
champs de vecteurs transversalement formels sur MF . Nous les notons
(63) B̂
F˜
, X̂
F˜
, T̂
F˜
,
et de´signons par N0 l’un quelconque de ces faisceaux. Pour une de´formation ŜL -
e´quisingulie`re FP avec P quelconque, la restriction X |MF d’une section X d’un
des faisceaux NP de (62) a` MF est une section du faisceau N0 correspondant. La
trivialite´ locale de F˜P implique que, pour tout ouvertW contenu dans un ouvert U du
recouvrement distingue´ U , les applications NP (W ) −→ N0(W ) , X 7−→ X |MF sont
surjectives. Ainsi, (t) de´signant l’ide´al maximal de OP , les morphismes de faisceaux
et les morphismes de OP -modules
(64) NP ⊗OP OP /(t) −→ N0 , NP (W )⊗OP OP /(t) −→ N0(W ) ,
W ⊂ U ∈ U , donne´s par X⊗
·
f(t) 7−→ f(0) · X |MF sont des isomorphismes.
Proposition 4.3.6. — Les applications canoniques
H1 (U ; NP ⊗OP OP /(t)) −→ H
1 (U ; NP )⊗OP OP /(t)
sont des isomorphismes.
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De´monstration. — Comme U est sans intersection non-triviale 3 a` 3, on a la suite
exacte ∏
U∈U
NP (U) −→
∏
U,V ∈U
U∩V 6=∅
NP (U ∩ V ) −→ H
1 (U ; NP ) −→ 0 .
La conclusion re´sulte de l’exactitude a` droite de ⊗OPOP /(t) et des isomorphismes
(64).
Au chapitre suivant nous e´tudierons en de´tail les faisceaux (63) et leurs cohomologies.
4.4. Vitesses de de´formation. — Soit Z un e´le´ment du OP -module XP des ger-
mes de champs de vecteurs sur P := (Cp, 0) et FP une de´formation ŜL -e´quisingulie`re
de F . Cette de´formation e´tant triviale sur des voisinages dans MF
P
de chaque ou-
vert U ∈ U , le champ Z se rele`ve suivant πF
P
sur ces voisinages, en des champs
basiques ZU ∈ B̂F˜P
(U), i.e. TπF
P
· ZU = Z ◦πF
P
. Les diffe´rences ZUV := ZV −ZU ,
U ∩ V 6= ∅ , sont des champs basiques verticaux. Le cocycle (ZUV ) ∈ Z1
(
U ; B̂ v
F˜P
)
de´pend du choix des rele`vements, mais sa classe de cohomologie n’en de´pend pas.
De´finition 4.4.1. — Nous appelons application de Kodaira-Spencer de FP l’appli-
cation [
∂FP
∂t
]
: XP −→ H
1
(
U ; B̂ v
F˜P
)
, Z 7−→ [ZUV ] .
Un calcul direct montre que si [ΦUV, t] ∈ H1
(
U , Âut
(
FcstP
))
est la classe du cocycle
associe´ a` FP par (4.1.2), on a l’e´galite´
(65) [ZUV ] =
[
∂ΦUV, t
∂t
◦ Φ−1UV, t · Z
]
.
Par construction la classe [ZUV ] est exactement l’obstruction a` l’existence d’un
rele`vement global de Z en un champ basique. Plus pre´cise´ment le sous-module
K := ker
([
∂FP
∂t
])
⊂ XP
est exactement constitue´ des champs de vecteurs sur P qui posse`dent un releve´ global
Z˜ ∈ H0
(
DF ; B̂F˜P
)
. On en de´duit ime´diatement :
Proposition 4.4.2. — Une de´formation ŜL -e´quisingulie`re FP est formellement
triviale si et seulement si
[
∂FP
∂t
]
est l’application identiquement nulle.
Nous allons raffiner cette proposition et obtenir la trivialite´ de FP suivant les
feuilles d’un feuilletage de P . Remarquons d’abord que K est un sous-module invo-
lutif de XP , i.e. stable par crochet de Lie. En effet le crochet de Lie commute aux
images directes des champs de vecteurs (lorsqu’elles sont de´finies) et le crochet de deux
champs basiques est aussi un champ basique. En ge´ne´ral K n’est pas un sous-module
libre de XP et ses ge´ne´rateurs peuvent eˆtre singuliers a` l’origine. Conside´rons le sous-
espace vectoriel K(0) de l’espace tangent T0P de P a` l’origine, constitue´ des valeurs
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(14) a` l’origine des e´le´ments de K . Un re´sultat de D. Cerveau [9] donne l’existence
d’un sous-module libre involutif de K , non-unique, qui posse`de une base constitue´e
de champs de vecteurs re´guliers dont les valeurs a` l’origine forment une base de K(0) .
Il de´finit un germe de feuilletage holomorphe re´gulier H sur P .
Lemme 4.4.3. — Soit P ′ ⊂ P un germe de sous-varie´te´ strictement transverse a`
K(0) , i.e. T0P = T0P ′ ⊕ K(0) et soit ι : P ′ →֒ P l’application d’inclusion. Notons
FP ′ la de´formation ι
∗FP obtenue en restreignant les parame`tres (2.2) a` P
′ . Alors il
existe un germe de submersion λ : P −→ P ′ telle que FP soit formellement conjugue´
a` λ∗FP ′ .
De´monstration. — Le feuilletage H pre´ce´demment de´fini peut eˆtre engendre´ par des
champs Zj , j = 1, . . . , r , r := dimK(0) , qui commutent entre eux. Ces champs
admettent, sur un voisinage de DF
P
dans MF
P
, des rele`vements globaux en des
champs basiques Z˜j . L’inte´gration successive des Zj avec conditions initiales sur P ′
donne une rectification P
∼
−→ P ′ × Cr de H . Elle induit une submersion λ de P
sur P ′ qui consiste a` suivre les feuilles de H . L’inte´gration successive des releve´s Z˜j
donne alors la conjugaison cherche´e.
4.5. Codimension formelle de F . — En de´rivant un cocycle [ΦUV, t] ∈
H1
(
U , Âut
(
FcstP
))
associe´ par (58) a` une de´formation ŜL -e´quisingulie`re FP
de F on obtient des cocycles(
∂ΦUV, t
∂tj
∣∣∣∣
t=0
)
∈ Z1
(
U ; B̂
F˜
)
, j = 1, . . . , p
a` valeurs dans le faisceau B̂
F˜
des champs basiques de F˜ . Leurs classes de cohomologies
note´es [
∂FP
∂tj
]
t=0
∈ H1
(
U ; B̂
F˜
)
, j = 1, . . . , p
ne de´pendent que de FP . Elles s’interpre`tent comme les ”vitesses initiales
de de´formation” de FP . Graˆce a` (65) et a` l’identification H
1
(
U ; B̂
F˜
)
≃
H1
(
U ; B̂
F˜P
)
⊗OP OP /(t) donne´e par (4.3.6), l’application line´aire
(66)
[
∂FP
∂t
]
t=0
: T0P −→ H
1
(
U ; B̂
F˜
)
,
p∑
j=1
αj
∂
∂tj
∣∣∣∣
t=0
7−→
p∑
j=1
αj
[
∂FP
∂tj
]
t=0
peut eˆtre vue comme le tensorise´ de l’application de Kodaira-Spencer de FP , c’est a`
dire :
(67)
[
∂FP
∂t
]
t=0
=
[
∂FP
∂t
]
⊗OP OP /(t) .
(14)Notons qu’en ge´ne´ral K(0) 6= K ⊗OP OP /(t) , mais K(0) est l’image de K ⊗OP OP /(t) −→
XP ⊗OP OP /(t) = T0P .
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Remarquons enfin que pour tout k ∈ N et tout germe d’application holomorphe
λ :
(
Ck, 0
)
−→ P , on a :
(68)
[
∂λ∗FP
∂s
]
s=0
=
[
∂FP
∂t
]
t=0
◦
∂λ
∂s
∣∣∣∣
s=0
.
De´finition 4.5.1. — On appelle de´formation ŜL -infinite´simale de F tout e´le´ment
de H1
(
U ; B̂
F˜
)
.
On a la proprie´te´ de re´alisation suivante :
The´ore`me de re´alisation 4.5.2. — Donne´es des de´formations ŜL -infinite´simales
v1 , . . . , vq ∈ H1
(
U ; B̂
F˜
)
, il existe une de´formation ŜL -e´quisingulie`re FQ de F de
parame`tres Q := (Cq, 0) telle que
[
∂FQ
∂tj
]
t=0
= vj , j = 1, . . . , q .
De´monstration. — Soient
(
XjUV
)
∈ Z1
(
U ; B̂
F˜
)
tels que vj =
[
XjUV
]
, j = 1, . . . , q .
Les compose´s ΦUV, t := Φ
1
UV, t1
◦ · · · ◦ ΦqUV, tq des flots Φ
j
UV, s des X
j
UV de´finissent un
cocycle a` valeurs dans Âut
(
FcstQ
)
. Il de´finit par la bijection (59) une de´formation
ŜL -e´quisingulie`re qui convient.
De´finition 4.5.3. — Un feuilletage formel a` l’origine de C2 de´fini par une 1-forme
diffe´rentielle formelle ω est dit de type formel fini, en abre´ge´ t.f.f., si ω est non-
dicritique, a` singularite´ isole´e et H1
(
U ; B̂
F˜
)
est un C-espace vectoriel de dimension
finie. Sa dimension, note´e β̂(F) ou encore β̂(ω) est appele´e codimension formelle de
F , ou de ω .
Nous caracte´riserons plus loin les feuilletages t.f.f. par des conditions combinatoires
sur l’arbre dual de re´duction de F que l’on a enrichi d’un nombre fini de donne´es
supple´mentaires. Auparavant comparons β̂ (F) aux nombres
(69) δ̂ (F) := dimCH
1
(
U ; X̂
F˜
)
et τ̂ (F) := dimCH
1
(
U ; T̂
F˜
)
.
Une version formelle d’un re´sultat de [20] dont la de´monstration se transcrit litte´ra-
lement, donne la formule
(70) δ̂ (F) =
∑
c
(νc − 1) (νc − 2)
2
,
ou` dans cette somme, c de´crit l’ensemble ⊔hj=0Σ
j
F de tous les points singuliers (y
compris 0 ∈ C2) qui apparaissent dans le processus de re´duction de F , cf. (42) et
ou` νc de´signe la multiplicite´ alge´brique de transforme´ strict du feuilletage au point
c . Signalons que cette formule est valable en toute ge´ne´ralite´, meˆme si F est dicritique.
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Rappelons [10] qu’une inte´grale premie`re formelle, resp. un facteur inte´grant formel
de F , ou de ω , est un e´le´ment f de ÔC2, 0 tel que
(71) df ∧ ω = 0 , resp. d (ω/f) = 0 .
Le quotient de deux facteurs inte´grants est une inte´grale premie`re me´romorphe
formelle de ω , c’est a` dire un e´le´ment f du corps des fractions de ÔC2, 0 satisfaisant
df ∧ ω = 0 . Enfin si X est un champ de vecteurs formel a` l’origine de C2 qui est
basique pour F , ie. LXω∧ω = 0 , et non-tangent, alors ω ·X est un facteur inte´grant
de F .
Notons Înt (ω) le sous-espace vectoriel de ÔC2, 0 des facteurs inte´grants formels qui
s’annulent sur les se´paratrices formelles Ŝep (ω) de ω , cf. (3.1.8), et B̂(ω) ⊂ X̂C2, 0 le
sous-espace vectoriel du module des champs formels a` l’origine de C2 qui sont basiques
pour ω . On a la
Proposition 4.5.4. — Supposons F non-dicritique. Alors β̂(F) est fini si et seule-
ment si τ̂ (F) est fini. De plus on a l’ine´galite´ :
δ̂ (F) + τ̂ (F) − ε̂ (F) ≤ β̂ (F) ≤ δ̂ (F) + τ̂ (F) ,
avec ε̂ (F) := dimC
(
Înt (ω)
/(
ω · B̂(ω)
))
. Lorsque F est de deuxie`me espe`ce,
l’e´galite´
β̂ (F) = δ̂ (F) + τ̂ (F)− ε̂ (F)
est re´alise´e et ε̂(F) = 0 ou 1 .
De´monstration. — La suite exacte longue (4.3.4) donne
(72) 0 −→ N −→ H1
(
U ; X̂
F˜
)
−→ H1
(
U ; B̂
F˜
)
−→ H1
(
U ; T̂
F˜
)
−→ 0
avec N := coker
(
H0
(
U ; B̂
F˜
)
−→ H0
(
U ; T̂
F˜
))
. Remarquons que H0
(
U ; B̂
F˜
)
s’identifie a` B̂(ω) . En effet tout champ de vecteurs holomorphe global sur un voisi-
nage de DF dans MF est l’image re´ciproque d’un champ de vecteurs de (C2, 0) ; la
commutation des ope´rations de comple´tion et d’image directe [1, page 269] e´tend ce
fait aux champs formels. De meˆme l’e´valuation par E∗F (ω) induit une injection
(73) 0 −→ H0
(
U ; T̂
F˜
)
−→ Înt (ω) .
La formule d’Euler de la suite (72) donne l’ine´galite´ cherche´e.
Supposons maintenant F de deuxie`me espe`ce. Il suffit de montrer que l’injec-
tion ci-dessus est un isomorphisme. Pour cela donnons nous un facteur inte´grant
f ∈ Înt (ω) et montrons l’existence en tout point m ∈ DF d’un germe Xm ∈ B̂F˜,m
tel que E∗F (ω) ·Xm = f ◦ EF .
Lorsque F˜ est re´gulier en m , fixons des coordonne´es transversalement formelles
z1, z2 approprie´es ou` E
∗
F (ω) = u(z1, z2) z2
α dz2 , avec u(0, 0) 6= 0 et α ∈ N . Les
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deux facteurs inte´grants u(z1, z2) z2
α et f ◦ EF de E∗F (ω) diffe`rent d’un facteur
multiplicatif qui est une inte´grale premie`re formelle me´romorphe, ce qui donne :
f ◦ EF = u(z1, z2) z2
β l (z2) , avec l (z2) ∈ C[[z2]] , l (0) 6= 0 , β ∈ Z .
Par hypothe`se f est une e´quation (non-ne´cessairement re´duite) de Ŝep (ω) . La
caracte´risation (3.1.9) des feuilletages de deuxie`me espe`ce donne β ≥ α + 1 . Le
champ Xm := l (z2) z2
β−α ∂
∂z 2
est basique et convient.
Lorsque m est un point singulier de F˜ il existe d’apre`s (3.1.3) des coordonne´es
transversalement formelles z1, z2 dans lesquelles DF est de´fini par un monoˆme et
E∗F (ω) s’e´crit u(z1, z2) z
α
1 z
β
2 ω˜ , u(0, 0) 6= 0 , ou` ω˜ est l’une des formes normales 1.
a` 4. de (3.1). On voit facilement sur ces expressions qu’il existe toujours un germe
Zm ∈ B̂F˜,m non-tangent au feuilletage F˜ . Cela sera explicite´ en de´tail au paragraphe
suivant. Ainsi h := u(z1, z2) z
α
1 z
β
2 ω˜(Zm) est un facteur inte´grant de E
∗
F (ω) . Si F˜
ne posse`de pas au point m de germe d’inte´grale premie`re formelle non-constante,
on a f ◦ EF = c h , c ∈ C et le champ Xm := c Zm convient. Sinon ω˜ s’e´crit
q z1 dz2 + p z2 dz1 avec p, q ∈ N∗ et (p, q) = 1 . Alors C[[z
p
1z
q
2 ]] est l’anneau des
germes en m d’inte´grales premie`res formelles cf. [22]. Visiblement le champ radial
Rm := z1
∂
∂z1
+z2
∂
∂z2
est basique et non-tangent. Il vient f ◦EF = l (z
p
1z
q
2)h(z1, z2) ,
ou`, comme pre´ce´demment, l est une se´rie formelle d’une variable car F est de
deuxie`me espe`ce. Le champ Xm := l (z
p
1z
q
2)h(z1, z2)Rm convient.
Il reste a` prouver que ε̂(F) vaut 0 ou 1 . Visiblement que Înt (ω) est un module
libre de rang 1 sur l’anneau ÔF des germes a` l’origine de C2 , d’inte´grales premie`res
formelles de F . De meˆme ω · B̂(ω) est un sous ÔF -module. Ainsi, le re´sultat est
trivial quand ÔF = C .
Lorsque w posse`de une inte´grale premie`re formelle non-constante f dont la de´com-
position en facteurs irre´ductibles est f1
n1 · · · fp
np , elle s’e´crit
ω = u f1 · · · fp
(
n1
df1
f1
+ · · ·+ np
dfp
fp
)
u ∈ ÔC2,0 , u(0, 0) 6= O
et g := f1 · · · fp est une e´quation re´duite de Ŝep(ω) . Ainsi Înt (ω) = C[[f ]]ug . On
voit facilement que g appartient a` l’ide´al I(ω) engendre´ par les coefficients de ω si et
seulement si f est quasi-homoge`ne, i.e. f ∈ I(df) . Lorsque c’est le cas on obtient un
champ X tel que ω ·X = ug et ε̂(F) = 0 . Si f n’est pas quasi-homoge`ne, ug /∈ ω · B̂(ω)
et ε̂(F) 6= 0 . Mais le the´ore`me de Brianc¸on [4] assure que l’on peut re´soudre l’e´quation
df ·X = f2 . Il vient ω ·X = ugf et ω · B̂(ω) = (f2) · ug . D’ou` ε̂(F) = 1 .
4.6. De´formations ŜL -verselles. — Dans cette partie nous montrons, sous une
condition ge´ne´rique sur le feuilletage -F bon- un the´ore`me de versalite´ pour les
de´formations ŜL -e´quisingulie`res.
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De´finition 4.6.1. — Nous dirons que le feuilletage F est bon s’il existe, soit une
singularite´ m du transforme´ strict F˜ de F , soit une composante irre´ductible D du
diviseur DF , telle que au voisinage de m, ou le long de D
∗ :=
(
D − Sing(F˜) ∩D
)
,
toute inte´grale premie`re transversalement formelle est constante : ÔF ,m = C , ou
ÔF (D∗) = C .
Remarquons que la condition ÔF (D∗) = C e´quivaut a` la non-finitude du groupe
d’holonomie HD de la composante D , de´fini en (2.1.7).
Fixons une de´formation FQ de F de parame`tres Q := (C
q, 0) , q ∈ N , trans-
versalement formelle le long de 0 × Q et ŜL -e´quisingulie`re, donne´e par une forme
diffe´rentielle formelle
ω := a(x, y; u) dx+ b(x, y; u) dy .
De´finition 4.6.2. — Nous disons que FQ est ŜL -verselle si pour tout p ∈ N et
toute de´formation FP de F de parame`tres P := (C
p, 0) , transversalement formelle
le long de 0 × P et ŜL -e´quisingulie`re, il existe un germe d’application holomorphe
λ : P −→ Q tel que FP soit formellement conjugue´e a` λ
∗FQ . Lorsque Q = {0} et
FQ est ŜL -verselle, nous dirons que F est ŜL -stable.
En d’autres termes, FQ est ŜL -verselle si toute de´formation formelle ŜL -e´quisingulie`re
de F est de´finie par une 1-forme qui s’e´crit Φ∗ (a(x, y; λ(t)) dx +B(x, y; λ(t)) dy) , ou`
Φ(x, y; t) = (Φ(x, y; t); t) est un diffe´omorphisme de
(
C2 × Cp, 0
)
transversalement
formel le long de 0× Cp . En particulier la ŜL -stabilite´ signifie que tout de´formation
ŜL -e´quisingulie`re de F est formellement triviale.
The´ore`me de versalite´ 4.6.3. — Supposons F bon. Lorsque Q 6= {0} , la de´for-
mation FQ est ŜL -verselle si et seulement si les ”vitesses initiales de de´formation”
(74)
[
∂FQ
∂u1
]
u=0
, . . . ,
[
∂FQ
∂uq
]
u=0
, u = (u1, . . . , uq) ,
forment un syste`me de ge´ne´rateurs de H1
(
U ; B̂
F˜
)
. D’autre part F est ŜL -stable si
et seulement si H1
(
U ; B̂
F˜
)
= 0 .
Un ingre´dient essentiel de la de´monstration de ce re´sultat est le the´ore`me ci-dessous.
Nous le de´montrerons au paragraphe (5.6)
The´ore`me de pre´paration 4.6.4. — Supposons F bon et t.f.f.. alors, pour toute
de´formation ŜL -e´quisingulie`re FP de F , le OP -module H
1
(
U ; B̂v
F˜P
)
est de type fini.
Si de plus F ne posse`de pas de facteur inte´grant formel, alors H1
(
U ; B̂v
F˜P
)
est un
OP -module libre de rang β̂(F).
De´monstration du the´ore`me de versalite´.. — Supposons que les cocycles (74) engen-
drent H1
(
U ; B̂
F˜
)
. Soit FP une de´formation ŜL -e´quisingulie`re de F . Donnons-nous
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graˆce au lemme (4.2.2) une de´formation ŜL -e´quisingulie`reFP×Q de parame`tres P×Q ,
qui est conjugue´e a` FP lorsqu’on restreint les parame`tres a` P ×0 et qui est conjugue´e
a` FQ lorsqu’on restreint les parame`tres a` 0×Q . Pour alle´ger le texte notons :
∆ :=
[
∂FP×Q
∂(t;u)
]
: XP×Q −→ H
1
(
U ; B̂v
F˜P×Q
)
et
∆0 :=
[
∂FP×Q
∂(t;u)
]
t=0 ,u=0
: T(0; 0)P ×Q −→ H
1
(
U ; B̂
F˜
)
.
Par (67), ∆0 est surjective et son noyau est transverse a` 0× T0Q . On de´duit de (67)
l’e´galite´ : coker (∆) ⊗OP×Q (OP×Q/m) = 0 , ou` m de´signe l’ide´al maximal de OP×Q .
D’apre`s le the´ore`me (4.6.4) de pre´paration H1
(
U ; B̂v
F˜P×Q
)
- et a` fortiori coker (∆) ,
est un OP×Q module de type fini. Le lemme de Nakayama applique´ a` coker (∆) donne
la surjection de
[
∂FP×Q
∂(t;u)
]
. En tensorisant la suite exacte
0 −→ K
α
−→ XP×Q
∆
−→ H1
(
U ; B̂v
F˜P×Q
)
−→ 0
par ⊗OP×Q (OP×Q/m) , on obtient K(0) = ker(∆0) , avec :
K(0) := {Z(0)| Z ∈ K} = Im
(
α⊗OP×Q (OP×Q/m)
)
.
Le lemme (4.4.3) donne une submersion Λ : P ×Q −→ Q telle que FP×Q est formelle-
ment conjugue´ a` Λ∗FQ . On obtient la factorisation cherche´e en restreignant Λ a` P×0 .
Re´ciproquement, supposons que la de´formation FQ est ŜL -verselle et donnons-nous
une de´formation infinite´simale v ∈ H1
(
U ; B̂
F˜
)
. D’apre`s le the´ore`me de re´alisation
(4.5.2) il existe une de´formation ŜL -e´quisingulie`re FC de base (C, 0) telle que v =[
∂FC
∂t
]
t=0
. a e´quivalence pre`s on peut poser FC = λ
∗FQ , avec λ := (λ1, . . . , λq) :
(C, 0) −→ Q holomorphes. Par (68) et (66) on obtient :
v =
q∑
j=1
dλj
dt
(0) ·
[
∂FQ
∂uj
]
u=0
,
d’ou` la conclusion.
Remarquons enfin que ces de´monstrations s’adaptent au cas Q = {0} . Elles prou-
vent alors que F est stable si et seulement si H1
(
U ; B̂
F˜
)
= 0 .
Le the´ore`me de versalite´, joint au the´ore`me de re´alisation (4.5.2) donne imme´dia-
tement :
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The´ore`me 4.6.5. — Tout feuilletage F bon et de type formel fini posse`de une
de´formation ŜL -verselle FP , telle que l’application
(75)
[
∂FP
∂t
]
t=0
: T0P −→ H
1
(
U ; B̂
F˜
)
de´finie en (66) est un isomorphisme.
5. Caracte´risation des singularite´s t.f.f.
5.1. Description du faisceau T̂
F˜
. — Rappelons d’abord quelques re´sultats de
classification formelle des sous-groupes de type fini H du groupe D̂iff (C, 0) des
diffe´omorphismes formels de (C, 0) , cf. [27] ou [14]. Nous notons ÔH ⊂ C[[z]] l’anneau
des se´ries formelles invariantes par l’action a` droite g ⋆ h := h ◦ g−1 de H sur ÔC, 0 =
C[[z]] . Les e´le´ments de ÔH sont appele´s inte´grales premie`res de H . De meˆme un
champ de vecteurs formel qui s’annule a` l’origine et qui est invariant par l’action (de
conjugaison) de H est appele´ syme´trie formelle de H . L’espace de ces champs est note´
T̂H . On a :
1. T̂H est soit nul, soit un ÔH -module libre de rang 1 ;
2. H est fini, #H =: p , si et seulement si il existe f ∈ ÔH non-constante. Dans ce
cas, il existe une coordonne´e formelle z˜ telle que H est engendre´ par la rotation
e2iπ/p z˜ . On a alors ne´cessairement : ÔH = C[[z˜p]] , T̂H = ÔH z˜
∂
∂ω
z ;
3. H est commutatif si et seulement si son action laisse invariant un champ de
vecteurs formel Z ∈ C[[z]]z ∂
∂z
non-identiquement nul. Si de plus H est d’ordre
infini, alors T̂H = CZ .
Nous dirons qu’un couple (f, Z) ∈ ÔH × T̂H est normalise´ si, avec la convention
C[[1]] := C , il satisfait les relations de dualite´ :
(76) ÔH = C[[f ]] , T̂H = C[[f ]]Z , il existe c ∈ C tel que df · Z = c f .
Dans chacun des cas 1., 2., 3. l’existence de tels couples est claire.
Notons Ô
F˜
le faisceau de base DF des germes, aux points de DF , des inte´grales
premie`res transversalement formelles de F˜ . Nous allons expliciter, pour les ouverts U
du recouvrement distingue´ U , les espaces T̂
F˜
(U) de sections du faisceau des champs
transverses (4.3.1).
5.1.1. L’ouvert U ∈ U ne contient pas de singularite´s de F˜ . — Fixons un point m0
sur U , ainsi qu’un germe de courbe Tm0 analytique ou formelle, lisse et transverse
a` U en m0 . Nous la munissons d’une coordonne´e formelle z ∈ ÔTm0 , z(m0) = 0 .
D’apre`s l’e´criture (61) tout champ formel Z sur Tm0 qui s’annule en m0 s’e´tend en
un germe de champ basique en m0 , de´finissant un unique e´le´ment de T̂F˜ ,m0
. De plus
tout e´le´ment de T̂
F˜ ,m0
est de ce type. ainsi T̂
F˜ ,m0
≃ ÔTm0 z
∂
∂z
. La restriction de T̂
F˜
a` U est un faisceau localement constant (4.3.2) dont la monodromie le long d’un lacet
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γ dans U d’origine m0 s’exprime, avec l’identification pre´ce´dente, par Z 7−→ h∗γ (Z) ,
ou` hγ est l’image de [γ] par la repre´sentation sur Tm0
HU : π1(U ; m0) −→ D̂iff(Tm0)
de l’holonomie de F˜ le long de U . Notons HU := HU (π1(U ; m0)) le groupe
d’holonomie de U . Toute inte´grale premie`re de HU se prolonge de manie`re unique
[22] en une inte´grale premie`re de F˜ le long de U . On obtient finalement :
Ô
F˜
(U) ≃ ÔHU , T̂F˜ (U) ≃ T̂HU .
Trois e´ventualite´s se pre´sentent, suivant la nature de HU .
a. HU est fini, #HU =: p . Choisissons pour z une coordonne´e formelle sur Tm0
dans laquelle HU est un groupe de rotation. alors z
p se prolonge en une inte´grale
premie`re transversalement formelle fU le long de U et ÔF˜ (U) = C [[fU ]] . Le champ
de vecteurs formel Z := z ∂
∂z
sur Tm0 , invariant par HU , induit une section ZU de
T̂
F˜
sur U et
Ô
F˜
(U) = C [[fU ]] ≃ C [[z
p]] , T̂
F˜
(U) = C [[fU ]] · ZU ≃ C [[z
p]] · z
∂
∂z
.
B. HU est commutatif et infini. La syme´trie formelle non-identiquement nulle Z
de HU , unique a` constante multiplicative pre`s, s’e´tend encore en une section ZU ∈
T̂
F˜
(U) et
Ô
F˜
(U) = C T̂
F˜
(U) = C · ZU .
C. HU n’est pas commutatif. alors
Ô
F˜
(U) = C et T̂
F˜
(U) = {0} .
On posera fU := 1 , ZU := 0 .
5.1.2. L’ouvert U ∈ U est un voisinage d’une singularite´ de F˜ . — Plus pre´cise´ment
supposons que U est la trace sur DF d’un petit polydisque centre´ en un point
singulier m . D’apre`s la proposition (4.3.2) l’application canonique T̂
F˜
(U) −→ T̂
F˜ ,m
est un isomorphisme. De´crivons T̂
F˜ ,m
lorsqu’il existe en m des coordonne´es trans-
versalement formelles z1 , z2 , z1(m) = z2(m) = 0 , dans lesquelles F˜ est de´fini par
une des 1-formes normales ω˜ de (3.1). C’est toujours le cas, sauf peut-eˆtre lorsque la
singularite´ est un selle-nœud tangent. Nous discuterons ce cas se´pare´ment.
Supposons que z2 = 0 est une e´quation d’une branche locale U0 de U emm . Notons
h l’holonomie de F˜ le long d’un lacet γ engendrant π1(U∗0 ; m0) , U
∗
0 := U0 − {m} et
re´alise´e sur le germe Tm0 := {z1 = z1(m0)} de transversale
(15) a` U∗0 en un de ses
points m0. Pour une section Z de B̂F˜ nous de´signerons par {Z} sa classe dans T̂F˜ .
On voit alors que
T̂
F˜ ,m
= Ô
F˜ ,m
· {Zm} ,
(15)Ici Tm0 est une courbe formelle.
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avec, suivant les cas :
1. ω˜ := λ1z1 dz2 + λ2z2 dz1 avec λ1λ2 6= 0 ,λ1 + λ2 = 1 , λ2/λ1 ∈ C−Q ,
{Zm} =
1
2
{
λ1z1
∂
∂z1
+ λ2z2
∂
∂z2
}
=
{
λ1z1
∂
∂z1
}
=
{
λ2z2
∂
∂z2
}
h(z2) = e
−2iπλ2/λ1 z2 , ÔF˜ ,m = C .
2. ω˜ := q z1 dz2 + p z2 dz1 avec p, q ∈ N∗ , (p, q) = 1 ,
{Zm} =
1
2
{
pz1
∂
∂z1
+ qz2
∂
∂z2
}
=
{
pz1
∂
∂z1
}
=
{
qz2
∂
∂z2
}
h(z2) = e
−2iπp/q z2 , ÔF˜ ,m = C [[z
p
1z
q
2 ]] .
3. ω˜ := q z1(1+ζ (z
p
1z
q
2)
k) dz2+p z2(1+(ζ−1) (z
p
1z
q
2)
k) dz1 avec p, q, k ∈ N∗ , (p, q) = 1 ,
ζ ∈ C ,
{Zm} =
{
−qz1
∂
∂z1
+ pz2
∂
∂z2
}
=
{
(zp1z
q
2)
k
1 + ζ(zp1z
q
2)
k
z2
∂
∂z2
}
=
{
(zp1z
q
2)
k
1 + (ζ − 1) (zp1z
q
2)
k
z1
∂
∂z1
}
,
Ô
F˜ ,m
= C , h(z2) = e
−2ipip
q exp
(
2iπ
pzqk+12
q(1 + ζzqk2 )
∂
∂z2
)
.
4. ω˜ := (ζzp2 − p)z1 dz2 + z
p+1
2 dz1 , avec p ∈ N
∗ , ζ ∈ C ,
{Zm} =
1
2
{
zp+12
(ζzp2 − p)
∂
∂z2
+ z1
∂
∂z1
}
=
{
zp+12
(ζzp2 − p)
∂
∂z2
}
=
{
z1
∂
∂z1
}
,
Ô
F˜ ,m
= C , h n’est jamais pe´riodique .
5. ω˜ est un selle-nœud tangent a` {z2 = 0} , c.f. (3.1.2).
Dans ce cas, il peut eˆtre impossible de re´aliser, comme en 4., une forme normale par
des coordonne´es transversalement formelles a` {z2 = 0}. Cependant L’holonomie h de
cet axe peut quand meˆme eˆtre pe´riodique. C’est le cas pour la 1-forme zp+11 dz2 +
(ζzp1 − p) z2 dz1 , avec ζ ∈ Q , qui admet l’inte´grale premie`re
F (z1, z2) := z
n
1 z
m
2 e
− n
zp1 , ζ =:
m
n
, m, n ∈ N∗ ,
holomorphe sur {z1 6= 0} .
5.1.3. Extension en un point singulier. — Soient U , V des ouverts de U avec
U ∩ V 6= ∅ et U0 la branche de U contenant U ∩ V . Supposons que U contient un
point singulier m de F˜ qui n’est pas un selle nœud tangent a` U0 . L’intersection U ∩V
est une couronne. Nous conservons les notations ci-dessus et supposons que le point
m0 ainsi que le lacet γ sont contenus dans U ∩ V .
Remarquons que toute section de Ô
F˜
resp. de T̂
F˜
sur U ∩V s’e´tend en une section
de ce faisceau sur U . En effet le germe en m0 d’une section X ∈ T̂F˜ (U ∩ V ) peut
eˆtre repre´sente´ par un germe de champ basique tangent a` Tm0 dont la composante
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en ∂
∂z1
est nulle. La restriction X0 de ce champ a` Tm0 est invariante par h . Elle
admet une extension unique en un champ basique X˜ ∈ B̂
F˜
(U − {m}) . Comme
E∗F (ω) · X˜ et E
∗
F (ω) · Zm sont deux facteurs inte´grants de E
∗
F (ω) , leur quotient Q
est une inte´grale premie`re me´romorphe transversalement formelle. La restriction Q0
de Q a` Tm0 est invariante par h , et, quitte a` remplacer Q par 1/Q on peut supposer
que Q0 ∈ ÔTm0 . Dans les cas 1., 3. et 4. h n’est pas pe´riodique, ce qui implique que
l’inte´grale premie`re Q0 - et donc aussi Q - est constante 6= 0 . Visiblement X˜ −µZm ,
avec µ := Q ou 1/Q ∈ C∗ , est un champ tangent. ainsi {µZm} est une extension de
X˜ sur U .
Il reste a` examiner le cas 2. Un calcul direct de l’invariance de X0 par h montre
alors que X0 = l (zq2)z2
∂
∂z2
, l(ξ) ∈ C[[ξ]] . ainsi l (zp1z
q
2)z2
∂
∂z2
est une extension de X .
La de´monstration de l’extension des inte´grales premie`res est similaire. Nous la
laissons au lecteur.
Remarque 5.1.1. — L’exemple zp+11 dz2 + (ζz
p
1 − p)z2 dz1 du selle nœud tangent
donne´ en 4.b posse`de une inte´grale premie`re sur U − {m} , puisque l’holonomie h est
pe´riodique, qui ne s’e´tend e´videmment pas au point m. Nous verrons que la pre´sence
d’une singularite´ de ce type pourra empeˆcher le feuilletage F d’eˆtre de type formel
fini.
5.1.4. Re´capitulation. — De meˆme qu’en (76) appelons encore couple normalise´ sur
un ouvert W de DF tout e´le´ment (f, Z) de ÔF˜ (W ) × T̂F˜ (W ) qui ve´rifie, toujours
avec la convention C[[1]] := C , la relation de dualite´
(77)
{
ÔF(W ) = C[[f ]] , T̂F (W ) = C[[f ]]Z ,
il existe c ∈ C tel que df · Z = c f .
Il est maintenant clair que pour chaque W ∈ U de tels couples existent. L’e´tude cas
par cas que l’on vient de faire, comple´te´e par des calculs imme´diats, peut se re´sumer
en la proposition suivante
Proposition 5.1.2. — Soient U et V des ouverts de U , U ∩ V 6= ∅ tels que F˜
est re´gulier sur V et U contient un point singulier m de F˜ qui n’est pas un selle-
nœud tangent. Soit Tm0 un germe de courbe formelle lisse transverse a` V en un point
m0 ∈ U ∩ V . Notons HV , resp. HU∗ les sous-groupes de D̂iff(Tm0) d’holonomie de
F˜ le long de V , resp. le long de U∗ := U − {m0} . alors les applications naturelles
Ô
F˜
(U)× T̂
F˜
(U) −→ Ô
F˜ ,m
× T̂
F˜,m
, Ô
F˜
(U)× T̂
F˜
(U) −→ Ô
F˜
(U ∩ V )× T̂
F˜
(U ∩ V ) ,
Ô
F˜
(U)× T̂
F˜
(U) −→ ÔHU∗ × T̂HU∗ , ÔF˜ (V )× T̂F˜ (V ) −→ ÔHV × T̂HV
sont des isomorphismes respectant les couples normalise´s. En particulier toute section
de Ô
F˜
(V )× T̂
F˜
(V ) se prolonge en une section de Ô
F˜
(U ∪ V )× T̂
F˜
(U ∪ V ) .
66 J.-F. MATTEI & E. SALEM
Supposons de plus que Ô
F˜
(V ) 6= C , et donc aussi Ô
F˜
(U) 6= C . Fixons des cou-
ples normalise´s (fU , ZU ) et (fV , ZV ) sur U et V respectivement. Il existe alors des
constantes c , α ∈ C∗ et une se´rie formelle d’une variable K(ξ) telle que
(78) fV = α f
d
U e
K(fU ) , ZV =
c
1 + 1d fU K
′(fU )
· ZU , d := [HV : HU∗ ] .
En particulier on a les identifications :
Ô
F˜
(V ) = C[[ fdU e
K(fU )]] ⊂ C[[fU ]] = ÔF˜ (U) ,
T̂
F˜
(V ) = C[[ fdU e
K(fU )]]
1
1 + 1d fU K
′(fU )
· ZU ⊂ C[[fU ]] · ZU = T̂F˜ (U) .
5.2. Nerf complet associe´ a` F . — Conside´rons le nerf N̂(F) du recouvrement
distingue´ U : chaque ouvert U de U correspond biunivoquement a` un sommet s
de N̂(F) . Nous noterons alors U =: Us . Deux sommets s et s′ sont lie´s par une
areˆte, note´e ss′ ou bien s′s , lorsque Uss′ := Us ∩ Us′ est non-vide. L’ensemble
S(F) des sommets de N̂(F) se divise en l’ensemble S0(F) des sommets de type 0,
correspondant aux e´le´ments de U qui sont des voisinages de points singuliers de F˜ et
en l’ensemble S1(F) des sommets de type 1, correspondant aux e´le´ments de U le long
desquels F˜ est re´gulier chaque point. Par construction N̂(F) est un graphe connexe
et simplement connexe.
Soit K une partie connexe de N̂(F) telle que toutes les areˆtes de K joignent deux
sommets de K ; nous dirons que K est un sous-graphe connexe de N̂(F) . appelons
valence dans K d’un sommet s de K , le nombre d’areˆtes de K porte´es par ce sommet.
Les sommets de valence 1 dans K sont dits extre´mite´s de K et leur nombre v(K)
s’appellera valence de K .
5.2.1. Coloriage, ponde´ration et orientation locale de N̂(F) . — Pour chaque sommet
s et chaque areˆte ss′ , nous notons :
Es := T̂F˜ (Us) , Ess′ := T̂F˜ (Uss′) , As := ÔF˜ (Us) , Ass′ := ÔF˜ (Uss′) ,
et nous fixons un couple normalise´ (fs, Zs) sur Us , resp. (fss′ , Zss′) sur Uss′ , cf.
(77). Lorsque s est de type 0 et la singularite´ porte´e par Us n’est pas un selle-nœud
tangent (3.1.2), nous prenons pour (fss′ , Zss′) la restriction de (fs, Zs) a` Uss′ . ainsi,
le symbole ∗ de´signant un sommet s ou une areˆte ss′ , nous avons seulement trois
possibilite´s :
1. A∗ = C et E∗ = {0} ,
2. A∗ = C et E∗ = C · Z∗ , avec Z∗ 6= 0
3. A∗ = C[[f∗]] et E∗ = C[[f∗]] · Z∗ , avec A∗ 6= C , Z∗ 6= 0 .
Dans tous les cas, toujours avec la convention C[[1]] := C et C · {0} := {0} , nous
pouvons e´crire :
E∗ = A∗ · Z∗ et A∗ = C[[f∗]] .
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Pour chaque areˆte ss′ nous disposons d’ope´rations de restrictions qui s’expriment
comme des injections C- line´aires
(79) ρsss′ : Es →֒ Ess′ et σ
s
ss′ : As →֒ Ass′
et que nous conside´rerons comme des inclusions. On a ainsi des relations
(80) Zs = a
s
s′ (fss′) Zss′ , fs = b
s
s′ (fss′ ) , a
s
s′(ζ) , b
s
s′(ζ) ∈ C[[ζ]] .
Dans le cas 3. les formules (78) de (5.1.2) pre´cisent les expressions des se´ries ass′(ζ)
et bss′(ζ) . En particulier a
s
s′(0) 6= 0 . Dans les autres cas a
s
s′(ζ) et b
s
s′(ζ) sont des
constantes, e´ventuellement nulles.
Nous allons maintenant orienter les areˆtes de N̂(F) . Nous convenons que :
◦s → ◦s′ signifie : ρsss′ n’est pas bijective et ρ
s′
ss′ est bijective,
◦s ← ◦s′ signifie : ρsss′ est bijective et ρ
s′
ss′ n’est pas bijective,
◦s ↔ ◦s′ signifie : ρsss′ et ρ
s′
ss′ sont bijectives,
◦s ←7→ ◦s′ signifie : ρsss′ et ρ
s′
ss′ ne sont pas bijectives.
Lorsqu’on ne veut pas pre´ciser ◦s ◦s′ signifiera l’un quelconque de ces cas.
Nous allons maintenant colorier en vert ou rouge N̂(F) puis ponde´rer les sommets
rouges et les areˆtes vertes qui joignent deux sommets verts.
Un sommet ou une areˆte, note´ ∗, est colorie´ en rouge si A∗ = C ou, ce qui revient
au meˆme, si dimCE∗ = 0 ou 1. Les areˆtes et les sommets ∗ tels que A∗ 6= C sont
colorie´s en vert. Le sommet s se dessinera par •s s’il est rouge et par ⋆s s’il est
vert. Lorsque nous ne de´sirons pas pre´ciser la couleur nous le dessinerons par ◦s .
Remarquons que toute areˆte joint un sommet de type 1 (correspondant a` un ouvert
U ∈ U sans singularite´ du feuilletage) a` un sommet de type 0 (l’ouvert U correspon-
dant porte une singularite´). Un sommet rouge correspond a` un ouvert d’holonomie
non-commutative lorqu’il est de type 1. ; lorsqu’il est de type 0, il correspond a` une
singularite´ sans inte´grale premie`re. Une areˆte relie´e a` un sommet vert est verte. Pour
une areˆte verte, le sommet de type 0 auquel elle est relie´e est soit vert, soit rouge et
correspondant a` une singularite´ de type selle-noeud tangent. Les seules possibilite´s,
pour une areˆte verte, sont :
(81)
a. ⋆s′ ← ⋆s , b. ⋆s′ ↔ ⋆s ,
c. ⋆s′ ← •s , d. ⋆s′ ←7→ •s , e. •s′ ←7→ •s .
Le sommet s′ est de type 0 dans le cas a. ; Par contre s est de type 0 et Us contient
une singularite´ selle-nœud tangent dans le cas d.. La configuration c. peut se produire
avec s′ de type 0, ou bien avec s′ de type 1 et dans ce cas Us contient un selle-nœud
tangent ; enfin dans le cas e., soit Us soit Us′ contient un selle-nœud tangent.
On associe a` un sommet rouge •s , son poids
ds := dimCEs = 0 ou 1 .
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Pour toute areˆte rouge ss′, on a dimCEss′ = 1 , puisque l’holonomie d’une couronne
est commutative. Visiblement, pour une areˆte rouge, les seules configurations possibles
sont :
(82)
1
• ↔
1
• ,
1
• ←
0
• ,
0
•←7→
0
• ,
et dans la dernie`re configuration, le sommet de type 0 correspond a` une singularite´
de type selle-noeud.
De´finition 5.2.1. — Nous appelons nerf complet de F et notons N̂∗(F) le nerf
colorie´ de F , ou` chaque sommet rouge est muni de son poids 0 ou 1. La partie rouge
de N̂∗(F) sera de´signe´e par R̂∗(F) . Nous le munissons de la me´trique pour laquelle
chaque areˆte est isome´trique au segment [0, 1] standard.
Clairement F est bon (4.6.1) si et seulement si R̂∗(F) est non-vide.
5.2.2. Parties actives du nerf de F . — Ce sont les parties de N̂∗(F) qui con-
tribueront a` la dimension de H1
(
U ; T̂
F˜
)
.
Nous appelons partie active rouge de N̂∗(F) tout sous-graphe connexe de R̂∗(F)
dont les sommets extre´mite´ sont de poids 0, tous les autres sommets e´tant de poids
1. Remarquons que N̂∗(F) peut ne pas posse´der de partie active rouge. D’autre part
chaque sous-graphe
0
•←7→
0
• est une partie active rouge.
De´finition 5.2.2. — Supposons R̂∗(F) non-vide et connexe. Nous appelons bouquet
de cercles assosie´ a` F l’espace topologique Ĉ(F) obtenu a` partir de la re´alisation
ge´ome´trique de R̂∗(F) en identifiant a` un seul et meˆme point tous les sommets de
poids 0.
Cet espace topologique est se´pare´. Il a bien le type d’homotopie d’un bouquet de
cercles, ou d’un point. Le nombre de cercles se calcule a` partir des parties actives
L1, . . . , Lr de R̂
∗(F) par la formule :
(83) σ̂(F) := dimZH1
(
Ĉ(F) ; Z
)
=
r∑
j=1
(v(Lj)− 1) ,
ou` la valence v(Lj) est le nombre de sommets extre´mite´s de Lj.
5.3. Les crite`res de finitude formelle de F . — La finitude formelle de F , en
abre´ge´ F est t.f.f., que l’on a de´finie en (4.5.3) par β̂(F) := dimCH1
(
U ; T̂
F˜
)
<∞ ,
e´quivaut par (4.5.4) a` celle de τ̂(F) := dimCH
1
(
U ; B̂
F˜
)
. La formule (70) montre
que δ̂(F) := dimCH1
(
U ; X̂
F˜
)
se calcule a` partir de l’arbre dual doublement ponde´re´
Aˇ[F ] introduit en (3.1.6). Lorsque F ne posse`de pas de facteur inte´grant formel on
a β̂(F) = τ̂ (F) + δ̂(F) d’apre`s (4.5.4) et nous verrons que β̂(F) ne de´pend que de
N̂∗(F) si R̂∗(F) 6= ∅ .
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Nous disons qu’un sous-graphe connexe K de N̂∗(F) est re´pulsif si toute areˆte
attache´e a` un sommet s /∈ K est soit du type simple fle`che ◦s → ◦s′ dirige´e vers
l’exte´rieur (16) de K , soit du type ◦s ↔ ◦s′ . En particulier N̂∗(F) est re´pulsif.
The´ore`me de codimension 5.3.1. — Soit F un feuilletage formel non-dicritique
a` singularite´ isole´e non-re´duite a` l’origine de C2 . Supposons R̂∗(F) non-vide(17).
Alors on a :
1. F est t.f.f. si et seulement si R̂∗(F) est connexe et re´pulsif. Dans ce cas τ̂(F)
est e´gal au nombre σ̂(F) de cercles du bouquet Ĉ(F) de´fini en (5.2.2), et de
plus :
β̂ (F) = δ̂ (F) + τ̂ (F)− ε̂′ (F) ,
ou` δ̂(F) est de´fini par la formule (69) et ou` ε̂′(F) = 0 ou 1 .
2. Si F est t.f.f. et de deuxie`me espe`ce (3.1.4) alors ε̂′(F) = 0 ou 1. Le cas
ε̂′(F) = 1 se produit exactement lorsque F posse`de un facteur inte´grant (71)
formel a` l’origine de C2 qui s’annule sur les se´paratrices formelles de F et il
n’existe pas de champ formel a` l’origine de C2 basique et non-tangent pour F .
De plus δ̂(F) est e´gal a` la dimension de la strate a` µ-constant de l’ensemble des
se´paratrices formelles Ŝep(F) , c.f. (3.1.8).
5.4. De´monstration du The´ore`me de codimension. — Une partie des
re´sultats du the´ore`me se de´duit de la proposition (4.5.4). Lorsque F est t.f.f. on a,
avec les notations de (4.5.4) : β̂ (F) = δ̂ (F) + τ̂ (F) − Ê ′ (F) ou`
0 ≤ Ê ′ (F) ≤ dimC
(
Înt (ω)
/(
ω · B̂(ω)
))
.
Si F est t.f.f. et R̂∗(F) 6= ∅, il n’existe pas d’inte´grale premie`re globale non-constante
le long de DF et donc tout inte´grale premie`re formelle de F a` l’origine de C2 est
constante. Comme F est non-dicritique toute inte´grale premie`re me´romorphe formelle
a` l’origine de C2 est aussi constante. On en de´duit que Înt (ω)
/(
ω · B̂(ω)
)
est de
dimension 0 ou 1, puisque le quotient de deux facteurs inte´grants est une inte´grale
premie`re me´romorphe. On a donc bien Ê ′ (F) = 0 ou 1.
Lorque F est de deuxie`me espe`ce, on a
Ê ′ (F) = dimC
(
Înt (ω)
/(
ω · B̂(ω)
))
= 0 ou 1 .
Le cas Ê ′ (F) = 1 se produit exactement lorsque, a` l’origine de C2, il existe un facteur
inte´grant formel s’annulant sur les se´paratrices formelles de F , mais tout champ
formel basique est tangent.
(16)Ceci a un sens puisque K est connexe et |N̂∗(F) | simplement connexe.
(17)i.e. la re´duction de F comporte un e´le´ment critique C ⊂ DF tel que Ô
F˜
(C) = C .
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Supposons a` pre´sent R̂∗(F) non-vide et montrons que F est t.f.f. si et seulement
si R̂∗(F) est connexe re´pulsif.
Soit K un sous-graphe de N̂∗(F) . Notons S(K) ⊂ S(F) l’ensemble des sommets
de K et Si(K) le sous-ensemble des sommets de K de type i, avec i = 0 ou 1 . Nous
appelons application de cohomologie associe´e a` K l’application C-line´aire :
(84)
∆K :
∏
s∈S(K)
Es =: Z
0(K) −→ Z1(K) :=
∏
(s,s′)∈S(K)2ˇ
Ess′ ,
(Xs)s 7−→ (Xss′)(s,s′) , avec Xss′ := Xs′ −Xs ,
ou`
(85) S(K)2ˇ := { (s, s′) ∈ S0(K)×S1(K) / ss′ areˆte de K } .
Nous noterons dans tout ce qui suit :
H0 (K) := ker (∆K) , H
1 (K) := coker (∆K) .
Remarquons que deux sous-graphes K et K ′ de N̂∗(F) ve´rifient :
(86) dimCH
1(K) ≥ dimCH
1(K ′) de`s que K ′ ⊂ K .
En effet, π de´signant la projection line´aire Z1 (K) −→ Z1 (K ′) induite par la struc-
ture produit, les applications ∆K′ , π ◦∆K ont meˆme image.
Visiblement
(87) H1
(
N̂∗(F)
)
= H1
(
U ; T̂
F˜
)
.
Pour voir que F n’est pas t.f.f. il suffit donc de de´tecter un sous-graphe K de N̂∗(F)
tel que dimCH1(K) =∞ .
Remarque 5.4.1. — En fait H1
(
N̂∗(F)
)
peut s’interpre´ter comme un espace de
cohomologie de Cech : munissons la re´alisation ge´ome´trique
∣∣∣N̂∗(F)∣∣∣ de N̂∗(F) de la
topologie dont une base d’ouverts est la collection V des re´alisations ge´ome´triques Vs ,
s ∈ S(F) , des parties de N̂∗(F) constitue´es d’un sommet s et de toutes les areˆtes qui
y sont attache´es. Conside´rons le faisceau T̂F de base
∣∣∣N̂∗(F)∣∣∣ de´fini par
T̂F (Vs) := Es , T̂F (Vs ∩ V
′
s) := Ess′ , (s, s
′) ∈ S(K)2ˇ ,
les applications de restriction associe´es aux inclusions Vs ∩ Vs′ ⊂ Vs et Vs ∩Vs′ ⊂ Vs′
e´tant respectivement les injections ρsss′ et ρ
s′
ss′ de´finies en (79). alors
Hj (K) = Hj
(
VK ; T̂F
)
, j = 0, 1 ,
ou` VK est le recouvrement (Vs)s∈S(K) de K .
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Lemme 5.4.2. — Soit K une ge´ode´sique (18) de N̂∗(F) de l’un des types suivants :
1. •s0 ⋆s1 · · · · · · · · · ⋆sn ←− ⋆sn+1 avec n ≥ 1 ,
2. •s0 ⋆s1 · · · · · · · · · ⋆sn •sn+1 avec n ≥ 1 ,
3. •s0 •s1 l’areˆte e´tant verte,
4. •s0 ←7→ ⋆s1 ,
les sommets s2, . . . , sn−1 e´tant verts et l’orientation des areˆtes sjsj+1 , j = 1, . . . , n−1
e´tant quelconque. alors : dimCH1(K) =∞ .
De´monstration. — Examinons le cas 1. Quitte a` raccourcir la ge´ode´sique, on sup-
posera graˆce a` (86) que toutes les areˆtes sjsj+1 , j = 0, . . . , n − 1 sont, soit des
doubles fle`ches ⋆sj ←→ ⋆sj+1 , soit des fle`ches oriente´es vers sn , i.e. ⋆sj −→ ⋆sj+1 .
En conside´rant les ope´rateurs d’extension et de restriction comme des inclusions, on
obtient les identifications suivantes :
(88) Es0 ⊂ Es0s1 ⊂ Es1 ⊂ Es1s2 ⊂ · · · · · · ⊂ Esn ⊂ Esnsn+1 ⊇/ Esn+1 .
qui permettent de conside´rer tous les espaces comme des sous espaces de Esnsn+1 . Les
sommets sn et sn+1 sont de type 0 et 1 respectivement. Fixons un couple normalise´
(f, Z) ∈ Asn sn+1 × Esn sn+1 . Par (5.1.2) les identifications ci-dessus s’e´crivent :
(89) C · a(f)Z ⊂ · · · · · · ⊂ C[[f ]]Z ⊃ C[[˜b(f)]] · a˜(f)Z .
ou` a , a˜ , b˜ sont des se´ries formelles d’une variable satisfaisant : b˜(0) = b˜′(0) = 0 et
a˜(0) 6= 0 . Il suffit de montrer que le conoyau du compose´ ∆˜K de l’application de
cohomologie ∆K de´finie en (84) avec la surjection line´aire
Z1(K) −→ Esn, sn+1 , (Xj, j+1)j=0 ,...,n 7−→
n∑
j=0
Xj, j+1
est de codimension infinie. L’application ∆˜K envoie (Xj, j+1)j=0 ,...,n sur Xn+1−X0 .
ainsi l’image de ∆˜K s’e´crit :
Im
(
∆˜K
)
=
(
C
[[
b˜(f)
]]
a˜(f) + C a(f)
)
· Z ,
avec b˜(0) = b˜′(0) = 0 ; d’ou` la conclusion.
Dans le cas 2. la meˆme me´thode montre que Im
(
∆˜K
)
est de dimension finie. Le
cas 3. est trivial et le cas 4. donne le meˆme re´sultat que le cas 2..
Remarquons que, d’apre`s la liste (81), N̂∗(F) ne peut posse´der d’areˆte du type
• ←− ⋆ . Il de´coule clairement du lemme ci-dessus que si F est t.f.f., alors R̂∗(F)
est connexe et re´pulsif, a` moins qu’il ne soit vide.
(18)rappelons que nous avons muni N∗(F) de la me´trique pour laquelle chaque areˆte est isome´trique
au segment [0, 1] standard.
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Pour obtenir la re´ciproque de´finissons maintenant des ”ope´rations d’e´lagage” d’un
sous-graphe de N̂∗(F), qui ne changent pas la dimension de l’espace de cohomologie
associe´.
Appelons branche verte se´cable d’un sous-graphe connexe K de N̂∗(F) , toute ge´o-
de´sique B ⊂ K, reliant deux sommets de K, qui ve´rifie :
1. tous les sommets de B, autres que ses extre´mite´s, sont verts et de valence 2 dans
K ;
2. l’un des sommets extre´mite´ de B , que nous appelons sommet d’attache de B ,
est re´pulsif dans B : chaque areˆte de B est soit une double fle`che ◦ ↔ ◦ , soit
une fle`che simple ◦ → ◦ oriente´e vers l’autre sommet extre´mite´ de B , que nous
appelons sommet libre de B ;
3. le sommet libre de B est vert et de valence 1 dans K ; le sommet d’attache est :
soit rouge, soit de valence 6= 2, soit vert du type ←− ⋆ −→ .
Remarquons que l’on peut avoir B = K . Dans ce cas, lorsque toutes les fle`ches sont
des doubles fle`ches, le choix du sommet d’attache est arbitraire.
De´signons par ElB(K) le graphe K e´lague´ de la branche B c’est a` dire le graphe
connexe obtenu a` partir de K en supprimant toutes les areˆtes et tous les sommets de
B , sauf le sommet d’attache. Lorsque B = K , ElB(K) est le graphe trivial re´duit a`
un seul sommet. Pour un sous-graphe L de K , nous de´signons par λ1L l’injection de
Z1 (L) dans Z1 (K) de´finie par λ1L · (Xss′)(s,s′) := (Yss′)(s,s′) , avec Yss′ := Xss′ si s ,
s′ sont les sommets d’une areˆte de L et Yss′ = 0 sinon.
Lemme 5.4.3. — Soit B une branche verte se´cable de K , l’application[
κ1K′
]
: H1 (K ′) −→ H1 (K) ,
[
(Xss′)(s,s′)
]
7−→
[
κ1K′ · (Xss′)(s,s′)
]
,
avec K ′ := ElB(K) , est un isomorphisme.
De´monstration. — Soit ◦s0 ⋆s1 · · · · · · · · · ⋆sn+1 la branche verte se´cable
B , s0 de´signant le sommet d’attache. Conside´rons l’injection λ˜
0 : Z0 (B − {s0}) −→
Z0 (K) , (Xs)s 7−→ (Ys)s de´finie par Ys := Xs si s est un sommet de B − {s0} et
Ys = 0 sinon. Le diagramme suivant est commutatif et ses lignes sont exactes :
0 −→ Z0 (B − {s0})
λ˜0
−→ Z0 (K)
π0
−→ Z0 (K ′) −→ 0
∆˜B ↓ ∆K ↓ ∆K′ ↓
0 −→ Z1 (B)
λ1B−→ Z1 (K)
π1
−→ Z1 (K ′) −→ 0 ,
ou` π0 , π1 sont les projections canoniques donne´es par les structures produits et l’ap-
plication ∆˜B est de´finie par la relation de commutativite´ qu’elle doit ve´rifier. La suite
exacte longue associe´e donne
· · · −→ coker(∆˜B) −→ H
1 (K) −→ H1 (K ′) −→ 0 .
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Montrons que ∆˜B est surjective. Donnons nous un e´le´ment (Xj,j+1)j=0,...,n de
Z1 (B) . Faisons les identifications
Es0 ⊂ Es0s1 ⊂ Es1 ⊂ Es1s2 ⊂ · · · · · · ⊂ Esn ⊂ Esnsn+1 ⊂ Esn+1 ,
puisque s0 est un sommet re´pulsif de la branche se´cable B . Il est e´vident que l’on
peut re´soudre le syste`me d’e´quations
X1 − 0 = X0,1 , X2 −X1 = X1,2 , . . . , Xn,n+1 = Xn+1 −Xn ,
d’inconnues Xj ∈ Esj .
Ainsi π1 induit un isomorphisme
[
π1
]
: H1 (K)
∼
−→ H1 (K ′) . Comme l’application
λ1K′ est une section de π
1, on obtient que
[
λ1K′
]
est aussi un isomorphisme.
Supposons R̂∗(F) connexe, non-vide et re´pulsif et montrons que F est t.f.f.. Notons
K0 := N̂
∗(F) . aucun sommet vert de K0 n’est du type ←− ⋆ −→ . Chaque sommet
vert sj extre´mite´ de K0, j = 1, . . . , r0 est aussi l’extre´mite´ libre d’une branche verte
se´cable Bj de K0, le sommet d’attache de Bj e´tant soit un sommet rouge, soit un
sommet vert de valence ≥ 3 . Conside´rons le sous-graphe K1 obtenu en e´lagant K0
(dans un ordre indiffe´rent) des branches B1, . . . , Br0 . Le graphe K1 est connexe et
R̂∗(F) est toujours une partie connexe re´pulsive de K1 . En re´pe´tant cette ope´ration
on obtient une filtration N̂∗(F) =: K0 ⊃ K1 ⊃ · · · ⊃ Kp avec Kp = R̂∗(F) . Le
lemme donne :
(90) H1
(
N̂∗(F)
)
= H1
(
R̂∗(F)
)
Nous allons maintenant e´laguer R̂∗(F) .
Appelons branche rouge se´cable d’un sous-graphe connexe K de R̂∗(F) toute
ge´ode´sique B ⊂ K qui joint une extre´mite´ de K de poids 1 a` un sommet de K qui
est soit de valence 6= 2 dans K , soit de valence 2 dans K et de poids 0, et telle
que les autres sommets sont de valence 2 dans K et de poids 1. Lorsque B = K et
tous les sommets de B sont de poids 1, on choisit arbitrairement l’un des sommets
extre´mite´ que l’on appelle sommet d’attache de B . Dans les autres cas on appelle
sommet d’attache de B le sommet extre´mite´ qui est de valence ≥ 3 ou de poids 0.
Chaque sommet extre´mite´ de R̂∗(F) qui n’est pas de poids 0 est aussi l’extre´mite´
libre d’une branche rouge se´cable. En ite´rant l’ope´ration qui consiste a` e´laguer succes-
sivement toutes ces branches, on construit de nouveau une filtration finie de´croissante
de premier terme R̂∗(F) . Le dernier terme de cette filtration est soit un point, soit
un sous-graphe connexe El ( R̂∗(F) ) ⊂ R̂∗(F) dont les sommets extre´mite´ sont de
poids 0. ainsi El ( R̂∗(F) ) est l’union (non-vide) des parties actives rouges L1 , . . . , Lr
de N̂∗(F) . On a :
H1
(
N̂∗(F)
)
∼
−→ H1
(
R̂∗(F)
)
∼
−→ H1
(
El
(
R̂∗(F)
))
.
Pour achever la de´monstration il reste a` montrer le
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Lemme 5.4.4. — On a : dimCH1
(
El
(
R̂∗(F)
))
= dimZH1
(
Ĉ(F) ; Z
)
, ou`
Ĉ(F) de´signe le bouquet de cercles associe´ a` F de´fini en (5.2.2).
De´monstration. — Supposons que El ( R̂∗(F) ) n’est pas re´duit a` un point, sinon
l’e´galite´ est triviale. Visiblement
H1
(
El
(
R̂∗(F)
))
=
r⊕
j=1
H1 (Lj ) .
On supposera donc que R̂∗(F) ne posse`de qu’une seule partie active rouge, note´e K .
Soit v la valence de K. L’homologie de Ĉ(F) est celle du complexe simplicial C de
dimension 1, obtenu en rajoutant a` K un sommet, note´ s0 , et v areˆtes qui relient s0
aux extre´mite´s s1, . . . , sv de K. Conside´rons maintenant le sous-complexe simplicial
K ′ obtenu en oˆtant a` K chaque sommet d’exte´mite´ et l’areˆte qui lui est attache´e.
Toutes les areˆtes de K ′ sont du type
1
• ↔
1
• et l’on a : Es
∼
−→ Ess′
∼
−→ Es′ . Ces
espaces e´tant tous de dimension 1, nous les identifions a` C . ainsi Z0(K ′) , Z1(K ′) et
Z1(K) peuvent eˆtre conside´re´s comme des espaces de cochaines simpliciales a` valeurs
dans C :
Z0(K ′)
∼
−→ Z0(K ′ ;C) :=
⊕
s∈S(K′)
C · s ,
Z1(K ′)
∼
−→ Z1(K ′ ; C) =
⊕
ss′∈S(K′)2ˇ
C · ss′ ,
Z1(K)
∼
−→ Z1(K ; C) =
⊕
ss′∈S(K)2ˇ
C · ss′ ,
ou` S(K ′)2ˇ et S(K)2ˇ ont e´te´ de´finis en (85). D’autre part, Es = 0 lorsque s est
un sommet extre´mite´ de K . ainsi nous pouvons identifier Z0(K ′) a` Z0(K) et ∆K
peut eˆtre vue comme une application de Z0(K ′;C) dans Z1(K;C) . On obtient le
diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :
(91)
0 −→ Z0(K ′;C)
ι0
−→ Z0(C ; C)
π0
−→
⊕v
j=0 C · sj −→ 0
∆K ↓ δ1C ↓ σ ↓
0 −→ Z1(K;C)
ι1
−→ Z1(C ; C)
π1
−→
⊕v
j=1 C · sjs0 −→ 0
avec π0 et π1 les projections line´aires canoniques, ι0 et ι1 les injections line´aires in-
duites par les inclusions de sous-complexes, et δ1C l’application de cobord
∑
λs · s 7−→∑
(λs − λs′ ) · ss′ dont la restriction a`
⊕v
j=0 C · sj est
σ(
v∑
j=0
λj · sj ) =
v∑
j=0
(λj − λ0) · sjs0 .
On obtient la suite exacte :
(92) ker(δ1C) −→ ker(σ) −→ H
1(K) −→ H1(C ; C) −→ coker(σ)
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On voit facilement :
ker(δ1C) = C ·
∑
s∈S(C)
s , ker(σ) = C ·
v∑
s=0
sj
ou` S(C) est l’ensemble des sommets de C , et la premie`re fle`che de (92) est un
isomorphisme. Comme σ est visiblement surjective, on obtient la conclusion.
Ceci ache`ve la de´monstration du the´ore`me de codimension (5.3.1)
5.5. Feuilletages de deuxie`me espe`ce non-de´ge´ne´re´s. — Mettons maintenant
en e´vidence une classe de feuilletages t.f.f. pour lesquels τ̂(F) peut se calculer seule-
ment a` partir de la donne´e de l’arbre dual A∗(F) .
Pour cela munissons A∗(F) de la me´trique pour laquelle les areˆtes sont isome´triques
a` l’intervalle [0, 1] . Rappelons que la valence d’un sommet s de A∗(F) , note´e v(s) ,
est le nombre de fle`ches et d’areˆtes attache´es a` s . On appellera aussi valence d’une
composante D du diviseur exceptionnel DF et l’on notera v(D) la valence du sommet
de A∗(F) correspondant. Nous appellerons chaine de A∗(F) toute ge´ode´sique de
A∗(F) qui joint deux sommets de valence ≥ 3 . Une chaine de A∗(F) peut eˆtre
e´ventuellement re´duite a` un segment de longueur 1. A une chaine de A∗(F) correspond
biunivoquement, soit une union connexe maximale de diviseurs de DF de valence 2,
soit un point d’intersection de deux composantes de DF de valence ≥ 3, appele´e dans
les deux cas chaine de DF .
De´finition 5.5.1. — Un feuilletage formel de deuxie`me espe`ce (3.1.4) F a` l’origine
de C2 est dit non-de´ge´ne´re´ s’il satisfait les conditions suivantes :
1. le groupe d’holonomie HD de toute composante D de DF de valence ≥ 3 est
non-commutatif,
2. pour toute chaine C de DF on a : ÔF˜ (C) = C .
Remarquons que la condition de deuxie`me espe`ce implique que tout germe d’inte´grale
premie`re f ∈ ÔF ,m en un point singulierm situe´ sur une chaine C deDF , se prolonge a`
toute la chaine : f ∈ ÔF (C) . Ainsi on obtient une de´finition e´quivalente en remplac¸ant
la condition 3. par :
2’. pour toute chaine C de DF et tout un ouvert U d’un recouvrement distingue´ U
de DF intersectant C on a : ÔF(U) = C .
Sur les chaines C de DF non-re´duites a` un point, cette condition est aussi e´quivalente a`
la non-finitude du groupe d’holonomie d’une composante irre´ductible quelconque de C.
On a le corollaire suivant au the´ore`me de codimension (5.3.1) :
Corollaire 5.5.2. — Soit F un feuilletage de deuxie`me espe`ce non-de´ge´ne´re´ a` l’o-
rigine de C2 . Alors F est t.f.f., satisfait l’e´galite´ β̂(F) = τ̂ (F) + δ̂(F) et τ̂ (F) est
e´gal a` la somme du nombre de chaines de A∗(F) .
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De´monstration du corollaire. — La condition 1. de la de´finition ci-dessus exclu,
d’apre`s [10], l’existence d’un facteur inte´grant formel de F . La proposition (4.5.4)
donne alors l’e´galite β̂(F) = τ̂ (F) + δ̂(F) . Pour achever la de´monstration, il suffit
de montrer que R̂∗(F) est connexe re´pulsif et de calculer τ̂ (F) .
Examinons maintenant les proprie´te´s du nerf N̂∗(F) induites par les conditions
de non-de´ge´ne´rescence. Nous reprenons les notions de branches se´cable et d’e´lagage
introduites dans la de´monstration du the´ore`me (5.3.1). D’apre`s ce qui pre´ce`de, en
examinant les listes (81) et (82) on voit que :
(a) tout sommet de valence ≥ 3 est rouge et de poids 0, tout sommet rouge de
valence ≤ 2 est de poids 1.
(b) toute areˆte verte est : soit une simple fle`che oriente´e vers son sommet de type
0, qui est aussi vert, soit une double fle`che,
(c) toute areˆte verte de N̂∗(F) qui joint deux sommets de valence ≤ 2 est une
double fle`che joignant deux sommets verts,
On en de´duit que les sommets sj , j = 1, . . . , r , extre´mite´s de N̂
∗(F) sont aussi chacun
l’extre´mite´ d’une branche se´cable rouge ou bien verte Bj . Les sommets d’extre´mite´s
du sous-graphe N̂1 de N̂
∗(F) obtenu en e´lagant N̂∗(F) des branches B1, . . . , Br,
e´taient visiblement, dans N̂∗(F) , des sommets de valence ≥ 3 et donc des sommets
rouges de poids 0. Ainsi l’e´lagage total est effectue´ en une seule e´tape :
El
(
N̂∗(F)
)
= N̂1 .
Chaque areˆte de N̂1 fait visiblement partie d’une ge´ode´sique C dont les sommets sont
de valence 2 dans N̂∗(F) , sauf les sommets d’extre´mite´s qui sont de valence ≥ 3 dans
N̂∗(F). Une telle ge´ode´sique correspond a` une chaine de A∗(F). D’apre`s la condition
2’. de (5.5.1) les sommets et les areˆtes de C sont rouges et d’apre`s (a) sont tous de poids
1, sauf les sommets d’extre´mite´s qui sont de poids 0. Ainsi tous les sommets et areˆtes
de N̂1 sont rouges. Les sommets de valence ≥ 3 ainsi que les sommets d’extre´mite´s
sont de poids 0. Tous les autres sommets ainsi que les are`tes sont de poids 1. Les
ge´ode´siques de N̂1 dont les sommets sont tous de poids 1 sauf les extre´mite´s qui sont
de poids 0, correspondent biunivoquement aux chaines de A∗(F). La formule (83) et
le the´ore`me de codimension (5.3.1) montrent que le nombre de ces ge´ode´siques est
τ̂ (F). Ceci ache`ve la de´monstration.
5.6. De´monstration du the´ore`me de pre´paration (4.6.4). — Conservons les
notations fixe´es en teˆte de ce chapitre 4. En particulier le compose´ de l’application
EF
P
:MF
P
−→ C2 × P d’e´quire´duction de FP et de la projection de C
2 × P sur P
est note´
πF
P
:MF
P
−→ P ≃ (Cp, 0) , πF
P
= (t1, . . . , tp) , tj := prj ◦ πF
P
,
ou` prj : Cp −→ C de´signe la j-ie`me projection. Nous identifions toujours la cime
MF de la re´duction de F a` la fibre π
−1
F
P
(0) , et le diviseur exceptionnel DF ⊂ MF
MODULES FORMELS DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 77
a` l’intersection de π−1FP
(0) et du diviseur exceptionnel DF
P
⊂ MF
P
. On peut donc
e´crire : MF ⊂ MF
P
et DF ⊂ DF
P
⊂ MFP . Par hypothe`se, pour chaque ouvert U
du recouvrement distingue´ U de DF , le germe de F˜P le long de U est conjugue´ au
germe de la de´formation constante. On dispose ainsi de germes de re´tractions
RU :=
(
MF
P
, U
)
−→ (MF , U) , U ∈ U ,
tels que l’image re´ciproque (19) R∗U
(
F˜
)
de F˜ et l’application tangente de πF
P
de´finissent F˜P au voisinage de U , c’est a` dire : Λ̂F˜P
= R∗U
(
Λ̂
F˜
)
+(dt1, . . . , dtp). Con-
side´rons le faisceau d’anneaux Ô
F˜P
de base DF
P
constitue´ des germes f ∈ ÔM
F˜P
,m
de fonctions transversalement formelles le long de DF
P
qui sont des inte´grales
premie`res de F˜P , c’est a` dire qui ve´rifient df ∧ η = 0, pour tout germe η ∈ Λ̂F˜P ,m
.
Restreignons ce faisceau au dessus de 0 et conside´rons le faisceau suivant
Ô
F˜P
:= i−1
(
Ô
F˜P
)
, ou` i : DF →֒ DF
P
, i(m) := m
qui a meˆmes fibres que Ô
F˜P
mais est de base DF . Les co-morphismes
R∗U : ÔF˜(U) →֒ ÔF˜P
(U) et π∗F
P
: OP →֒ ÔF˜P
(U) , U ∈ U ,
permettent de conside´rer OP et ÔF˜ (U) comme des sous-anneaux de ÔF˜P
(U). On voit
que les seules e´ventualite´s sont :
– Ô
F˜
(U) = C et Ô
F˜P
(U) = π∗F
P
(OP ) = C {t},
– Ô
F˜
(U) = C[[fU ]] et ÔF˜P
(U) = π∗F
P
(OP ) [[fU ◦RU ]] = C {t} [[f ◦RU ]],
ou` π∗F
P
(OP ) [[fU ◦ RU ]] de´signe le comple´te´ de π∗F
P
(OP ) [fU ◦ RU ] dans ÔF˜P
(U)
pour la topologie (fU ◦RU )-adique et ou` C {t} est l’anneau des se´ries convergentes
en les variables t1, . . . , tp.
Tout champ de vecteurs basique X ∈ B̂
F˜
(U), U ∈ U , se rele`ve par RU en un unique
champ basique et vertical note´ R∗U (X), graˆce encore a` la trivialite´ de F˜P le long de
U. Pour le C{t}-module T̂
F˜P
(U), les seules e´ventualite´s sont :
1. ÔF(U) = C[[fU ]] et T̂F˜ (U) = C[[fU ]] · {XU}, ou` fU est une inte´grale premie`re
non-constante et ou` XU ∈ B̂F(U) de´finit un e´le´ment non-nul aproprie´ {XU}
de T̂F (U) . Alors ÔF˜P
(U) = C{t}[[FU ]] et T̂F˜P
(U) = C{t}[[FU ]] · {ZU}, avec
FU := fU ◦ RU /∈ C{t} et ZU := R∗U (XU ) de´finissant un e´le´ment {ZU} non-nul
de T̂
F˜P
(U).
2. ÔF(U) = C et T̂F˜ (U) = C · {XU} avec {XU} 6= {0}. Alors ÔF˜P
(U) = C{t} et
T̂
F˜P
(U) = C{t} · {ZU}, avec ZU := R∗U (XU ) et {ZU} 6= {0}.
(19)Il s’agit du faisceau engendre´ par les images re´ciproques par RU des germes formes diffe´rentielles
de Λ̂
F˜
, cf. (2.1.1)
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3. ÔF(U) = C et T̂F˜ (U) = {0}. Alors ÔF˜P
(U) = C{t} et T̂
F˜P
(U) = {0}.
En de´signant toujours par ∗ un sommet s ou une areˆte ss′ du nerf N̂∗(F) de F ,
posons maintenant :
A∗ := ÔF˜P
(U∗) et E∗ := T̂F˜P
(U∗) ,
ou` U∗ est de´fini comme en (5.2). Nous avons seulement, comme en (5.2), les trois
possibilite´s :
1. A∗ = C{t} et E∗ = {0} ,
2. A∗ = C{t} et E∗ = C{t} · Z∗ , avec Z∗ 6= 0
3. A∗ = C{t}[[F∗]] et E∗ = C{t}[[F∗]] · Z∗ , avec A∗ 6= C{t} , Z∗ 6= 0 .
Pour chaque areˆte ss′ nous disposons, comme en (79), d’ope´rations de restrictions
rsss′ : Es →֒ Ess′ et s
s
ss′ : As →֒ Ass′ ,
qui sont maintenant des morphismes injectifs de C{t}-modules. De plus, toujours a`
cause de la trivialite´ de F˜P le long de U∗, le morphisme rsss′ , resp. s
s
ss′ , est bijectif si
et seulement si ρsss′ , resp. σ
s
ss′ , l’est. La F˜P -application de cohomologie associe´e a` un
un sous-graphe K de N̂∗(F), de´finie comme en (84) par :
DK :
∏
s∈S(K) Es =: Z
0(K) −→ Z1(K) :=
∏
(s,s′)∈S(K)2ˇ Ess′ ,
(Zs)s 7−→ (Zs′ −Zs)(s,s′) ,
est maintenant un morphisme de C{t}-modules. En notant H1P (K) := coker(DK), il
vient :
H1
(
U ; T̂
F˜P
)
= H1P
(
N̂∗P (F)
)
.
Le proce´de´ d’e´lagage des branches vertes et rouges se´cables utilise´ dans la
de´monstration du the´ore`me (5.3.1) se retranscrit ici litte´ralement : le lemme
(5.4.3) reste vrai lorqu’on remplace H1(K), H1(K ′) par H1P (K), H
1
P (K
′) et, sous
l’hypothe`se que F est t.f.f., on a encore
H1P
(
N̂∗ (F)
)
≃ H1P
(
R̂∗ (F)
)
≃ H1P
(
El
(
R̂∗ (F)
))
.
Les calculs de la de´monstration du lemme (5.4.4) se retranscrivent aussi. Les C{t}-
modules Z0 (K ′), Z1 (K ′) et Z1 (K) sont respectivement isomorphes aux espaces de
cochaines simpliciales
Z0 (K ′; C{t}) :=
⊕
s∈S(K′)
C{t} · s , Z1 (K ′; C{t}) :=
⊕
ss′∈S(K′)2ˇ
C{t} · ss′ ,
Z1 (K; C{t}) :=
⊕
ss′∈S(K)2ˇ
C{t} · ss′ .
On obtient un diagramme similaire au diagramme (91), dont la suite exacte longue as-
socie´e produit un isomorphisme C{t}-line´aire entre H1P (K) et H
1 (C; C{t}). Comme
H1 (C; C{t}) ≃ H1 (C; C) ⊗C C{t}, on peut finalement conclure que H1
(
U ; T̂
F˜P
)
est un C{t}-module libre de rang e´gal a` dimZH1 (C(F); Z), c’est a` dire de rang τ̂(F),
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ou` C(F) est le bouquet de cercles de´fini en (5.2.2).
Pour voir que H1
(
U ; B̂v
F˜P
)
est de type fini sur C{t}, il suffit maintenant de rap-
peler [20] que H1
(
U ; X̂
F˜P
)
est libre de type fini et de conside´rer les derniers termes
de la suite exacte longue (4.3.4). Lorsque F n’admet pas de facteur inte´grant formel,
on voit facilement a` l’aide de (73) que H0
(
U ; T̂
F˜P
)
est nul. Ainsi (4.3.4) montre que
H1
(
U ; B̂v
F˜P
)
est la somme directe de H1
(
U ; X̂
F˜P
)
et de H1
(
U ; T̂
F˜P
)
.
6. Ge´ne´ricite´ des singularite´s t.f.f.
6.1. Jets de´terminant les singularite´s de deuxie`me espe`ce. — Conside´rons
l’espace Λ̂C2, 0 comme la limite projective des espaces de jets, via les applications
canoniques jk : Λ̂C2, 0 → J
k
0Λ := Λ̂C2, 0
/
m̂2 ·Λ̂C2, 0 , ou` m̂2 de´signe l’ide´al maximal
de ÔC2, 0. A l’aide des coordonne´es canoniques identifions J
k
0Λ a` l’espace vectoriel
Pk := {(P,Q) ∈ C[X,Y ] / deg(P ), deg(Q) ≤ k} .
Classiquement pour chaque entier r , le sous-ensemble Lk, r ⊂ Pk des couples (P,Q)
qui engendrent un ide´al de ÔC2, 0 de colongueur
µ(P,Q) := dimC
(
ÔC2,0/(P,Q)
)
supe´rieure ou e´gale a` r, est alge´brique ferme´. En raffinant la partition de Pk par les
composantes connexes des diffe´rences Lk, r+1−Lk ,r, on obtient une une stratification
Ekµ de Pk , localement finie pour la topologie de zariski, telle que chaque strate est un
ensemble constructible lisse le long duquel µ(P,Q) est constant.
Conside´rons maintenant la famille ”line´aire” de feuilletages FPk , d’espace (global)
de parame`tres Pk , de´finie par :
ΩP,Q := E˜P (x, y) dx+ E˜Q(x, y) dy ou` E˜F (x, y) := F (x, y) , F ∈ Pk .
Il de´coule(20) de l’inclusion m̂
µ(P,Q)
2 ⊂ (P,Q) que l’ouvert
W kµ.det := J
k
0 Λ̂ − Lk, k+1 ,
est k-de´terminant pour le nombre de Milnor, c’est a` dire : µ(ω) = µ(η) <∞ de`s que
jkω = jkη ∈ W kµ.det . Visiblement W
k
µ.det est une union de strates de E
k
µ et la famille
Wkµ.det := (j
k)−1(W kµ.det) ve´rifie :
Wkµ.det ⊂ W
k+1
µ.det , k ∈ N et
⋃
j∈N
Wjµ.det = Λ̂sat ,
(20)La suite de sous-espaces vectoriels de codimension finie Fj := (P,Q)+m̂
j
2 ⊂ Λ̂ C2,0 est de´croissante
et Fr = Fr+1 pour un entier r ≤ µ(P,Q). On conclut par le lemme de Nakayama.
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ou` Λ̂sat de´signe l’ensemble des 1-formes formelles a` singularite´ isole´e.
De´signons par νω la multiplicite´ alge´brique a` l’origine de ω ∈ Λ̂sat et par h
′
ω la
hauteur de son arbre de pre´-re´duction (3.3.1). Rappelons qu’apre`s un e´clatement la
multiplicite´ du transforme´ strict de ω en un point quelconque du diviseur exceptionnel
est au plus νω + 1. De´finissons alors la fonction σ : N∗
2 −→ N par la relation de
re´curence : {
σ(v, 1) := v + 1 , σ(v, 2) := 2v + 1 ,
σ(v, h+ 2) = σ(v, h+ 1) + σ(v, h) + v + h .
On voit facilement qu’en chaque point m du diviseur de cˆıme D˜′ω de la pre´-re´duction
de ω , le transforme´ strict de Fω s’obtient en divisant l’image re´ciproque de ω par un
facteur upvεq, ε = 0 ou 1, avec :
p, q ≤ σ (νω , h
′
ω) .
uvε = 0 e´tant une e´quation re´duite locale de D˜′ω en m. Comme pour tout entier r ,
le r-jet(21) de l’image re´ciproque de ω le long de D′ω ne de´pend que du r-jet de ω a`
l’origine, on obtient :
Lemme 6.1.1. — Soit ω une 1-forme formelle a` singularite´ isole´e et k , l des entiers
qui ve´rifient : 0 < l < k − σ (νω, h′ω) . Alors j
kω est l-de´terminant pour la pre´-
re´duction des singularite´s, i.e. η et ω ont meˆme pre´-re´duction des singularite´s de`s
que jkη = jkω.
A l’aide du le the´ore`me (3.3.5) applique´ a` la famille (ΩP,Q)(P,Q)∈S on peut
construire une filtration de´croissante de chaque strate S ∈ Ekµ par des sous-ensembles
alge´briques ferme´s L′k,r+1(S) telle que les diffe´rences ∆k, r(S) := L
′
k,r(S)−L
′
k, r−1(S)
sont lisses et telle ,que lorsque (P,Q) varie dans ∆k, r(S) , le germe de ΩP,Q en
chaque point de ∆k, r(S) de´finit une de´formation e´qui-pre´-re´ductible . Notons E
k
p.red
la stratification de Pk dont les strates sont les composantes connexes des ∆k, r(S) ,
S ∈ Ekµ.
Pour chaque strate S ∈ Ekp.red , notons respectivement h
′
S et νS la hauteur de
l’arbre de pre´-re´duction et la multiplicite´ a` l’origine d’une 1-forme quelconque ΩP,Q ,
(P,Q) ∈ S . Pour chaque entier l , 0 ≤ l < k , conside´rons l’ensemble constructible
L”k, l forme´ de l’union des strates S de E
k
p.red telles que k − σ (νS , h
′
S) ≤ l . Notons :
W k, lp.red := J
k
0 Λ̂ − (Lk, k+1 ∪ L”k, l) et W
k, l
p.red :=
(
jk
)−1 (
W k, lp.red
)
.
Fixons l’entier l ≥ 1 et notons jkk′ : J
k′
0 Λ̂ −→ J
k
0 Λ̂, k ≤ k
′, les applications canoniques.
Il de´coule du lemme (6.1.1) :
(21)Deux formes formelles le long d’un diviseur D˜ ont meˆme r-jet le long de D˜ si elles diffe`rent d’une
forme a` coefficients dans Ir+1
D˜
, ou` I
D˜
de´signe le faisceau des fonctions transversallement formelles
le long de D˜ et nulles sur D˜.
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1. Si jkω ∈ W k, lp.red alors ω est a` singularite´ isole´e et son k-jet est l-de´terminant
pour la pre´-re´duction des singularite´s ;
2. Si S est une strate de Ekp.red contenue dans W
k, l
p.red et k ≤ k
′ , alors (jkk′ )
−1(S)
est une strate de Ek
′
p.red contenue dans W
k′, l
p.red ; En particulier (j
k
k′ )
−1(W k, lp.red) ⊂
W k
′, l
p.red ;
3. On a : Wk, lp.red ⊂ W
k′, l
p.red , k ≤ k
′ et
⋃
r∈N
r>l
Wr, lp.red = Λ̂sat .
Ainsi deux e´le´ments distincts de la famille
Ep.red :=
{
(jk)−1(S) ⊂ Λ̂sat
/
S ∈ Ekp.red , k − σ(νS , h
′
S) > 1 , k ∈ N
}
sont d’intersection vide. Nous pouvons maintenant appliquer le the´ore`me (3.3.5) a`
chaque S ∈ Ekp.red avec k − σ(νS , h
′
S) > 1 . Finalement nous obtenons :
The´ore`me 6.1.2. — Pour chaque S ∈ Ep.red il existe une fonction croissante kS :
N −→ N telle que pour k ≥ kS(l) on a :
1. l’ensemble Sk := j
k(S) est constructible et S = (jk)−1(Sk) ,
2. les jets d’ordre k des e´le´ments de S sont l-de´terminants pour la pre´-re´duction
des singularite´s,
3. une famille {ωt}t de 1-formes formelle de´pendant analytiquement d’un
parame`tre t de´finit une de´formation e´qui-pre´-re´ductible de ω0 si et seule-
ment si ωt ∈ S .
4. le sous-ensemble S2 ⊂ S des e´le´ments de S qui sont des 1-formes de deuxie`me
espe`ce ve´rifie :
(a) S2 = (jk)−1(S2k) avec S
2
k := j
k(S2)
(b) la diffe´rence Sk − S
2
k est une union de´nombrable localement finie (dans
Sk, pour la topologie usuelle) de sous ensembles alge´briques et l’adhe´rence
Sk − S
2
k est semi-alge´brique re´elle.
6.2. Krull-densite´ des singularite´s t.f.f.— Nous e´tudions ici la Krull densite´
des feuilletages t.f.f.. Nous nous restreignons ici aux feuilletages de deuxie`me espe`ce,
qui donnent des ennonce´s plus concis. Mais la Krull densite´ peut s’obtenir pour des
classes plus larges de feuilletages, en permettant par exemple des singularite´s de type
selle-nœud tangent re´sonant (3.1.2).
De´signons par Ê2, resp. Ê2tff , resp. N̂D, les sous-ensembles de Λ̂C2, 0 des 1-formes
formelles de deuxie`me espe`ce, resp. de deuxie`me espe`ce t.f.f., resp. non-de´ge´ne´re´es
(5.5.1). D’apre`s (5.5.2) on a N̂D ⊂ Ê2tff . Une conse´quence imme´diate du the´ore`me
pre´ce´dent (6.1.2) est que Ê2 et N̂D sont des ouverts de Λ̂C2, 0 pour la topologie de
Krull.
The´ore`me de ge´ne´ricite´ 6.2.1. — L’ouvert N̂D - et a` fortiori Ê2tff , est dense
dans Ê2 pour la topologie de Krull.
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De manie`re plus explicite :
The´ore`me 6.2.2. — Soit F un feuilletage formel de deuxie`me espe`ce (3.1.4)a` l’o-
rigine de C2 donne´ par une 1- forme formelle ω ∈ Λ̂C2,0 et soit k un entier positif.
Alors il existe une 1-forme ω′ ∈ Λ̂C2, 0 et un entier k
′ ≥ k tels que :
1. ω′ est non-de´ge´ne´re´e au sens de (5.5.1), a` fortiori t.f.f., et a meˆme k-jet que
ω′ : jkω′ = jkω,
2. toute 1- forme η ∈ Λ̂C2,0 ve´rifiant l’e´galite´ j
k′η = jk
′
ω′ est aussi de deuxie`me
espe`ce et non-de´ge´ne´re´e.
De´monstration. — L’assertion 2. est une reformulation du fait que N̂D est un
ouvert pour la topologie de Krull, ce qui se de´duit sans peine de the´ore`me (6.1.2).
De´montrons l’assertion 1.
Notons ici C(F˜) l’ensemble C (A[F ]) des e´le´ments critiques de l’arbre de re´duction
de F , de´fini en (1.4.1). Les proprie´te´s de non-de´ge´ne´rescence sont ”semi-locales”, dans
le sens ou` elles se ve´rifient a` partir seulement de la collection des germes F˜K le long
de chaque ensemble K ∈ C(F˜), du transforme´ strict F˜ de la re´duction de F . La
de´monstration va consister a` construire un syste`me semi-local cohe´rent (2.3.5) de
de´formations de F˜
(93) S :=
(
F˜C,K
)
K ∈C(F˜)
,
d’espace de parame`tres (C, 0) tel que, lorsque l’on fixe le parame`tre t assez petit et
non-nul, les feuilletages t.f. F˜C,K(t) satisfont les proprite´e´s de non-de´ge´ne´rescence. De
plus ces de´formations seront tangentes a` la de´formation constante, a` un ordre l suff-
isamment grand pour que le the´ore`me de re´alisation tangente (2.3.7) donne le re´sultat.
Avant de commencer cette construction, fixons le vocabulaire que nous allons em-
ployer ici. Soit L ⊂ Dω une union de composantes ire´ductible du diviseur Dω de la
re´duction de F . Notons Comp(L) l’ensemble des composantes irre´ductibles de L. Pour
D ∈ Comp(L) nous appelons respectivement L-valence de D et F˜-valence de D les
entiers
vL(D) := Card (D ∩ Sing(L)) , resp. vF˜ (D) := Card
(
D ∩ Sing(F˜)
)
.
Les e´le´ments de Comp(L) de L-valence 1 s’appellent extre´mite´s de L. Une extre´mite´
D de L sera appele´e diviseur de teˆte de L si v
F˜
(D) ≥ 3. Soit C une union connexe
maximale de composantes irre´ductibles de L de F˜ -valences e´gales a` 1 ou a` 2. Si
l’une des deux extre´mite´s de C est aussi une extre´mite´ de L nous dirons que C
est une F˜-branche de L. Dans ce cas l’adhe´rence de L − C est encore connexe et
(L− C) ∩ L est re´duit a` un seul point, appele´ point d’attache de C sur L. Par
contre, si C ne contient pas d’extre´mite´ de L, on dit que C est une F˜-chaine de
L. Alors C est aussi une chaine de L (22), l’adhe´rence de L − C n’est plus connexe
(22)i.e. une union connexe maximale de composantes de L de L-valences 2.
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et (L − C)∩L est compose´ de deux points appele´s encore points d’attache de C sur L.
Pour toute la suite de la de´monstration fixons un e´le´ment D′0 ∈ Comp(Dω) tel
que : v
F˜
(D′0) > vDω (D
′
0) et vF˜ (D
′
0) ≥ 3. Conside´rons la filtration (finie) de Dω
Dω =: L
0⊇/ L
1⊇/ · · · ⊇/ L
q = D′0
de´finie par :
a. si l’union Br(Lk) des F˜ -branches de Lk est non-vide, nous posons Lk+1 :=
Lk −Br(Lk),
b. si Br(Lk) = ∅, alors l’ensemble des diviseurs de teˆte 6= D′0
Tet(Lk) :=
{
D ∈ Comp(Lk)
/
vLk(D) = 1, vF˜ (D) ≥ 3, D 6= D
′
0
}
est non-vide et nous posons Lk+1 := Lk − ∪D∈Tet(Lk)D.
L’ope´ration Lk 7−→ Lk+1 sera appele´e un e´lagage de Lk dans le cas a. et un e´teˆtage
de Lk dans le cas b.. La filtration (Lj)j de Dω induit le filtration C0⊆/C1⊆/ · · · ⊆/Cq de
C(F˜) de´finie par :
Ck :=
{
K ∈ C(F˜)
/
K ⊂ Dω − Lk+1
}
.
C’est par induction suivant cette dernie`re cette filtration que nous allons construire
la collection (93) . Nous nous appuierons sur la proposition (2.3.3) et sur le lemme
suivant.
Lemme 6.2.3. — Soit C ⊂ Dω une F˜-chaine de Dω et K0 un e´le´ment critique de F˜
contenu dans C. Soit l ∈ N et F˜ ′
C,K0
une de´formation t.f. du germe F˜K0 de F˜ le long
de K0, re´alise´e sur le germe d’espace produit (MF ×C, K0×{0}). Supposons de plus
que F˜ ′
C,K0
est l-tangente le long de (Dω × C ,K0 × {0}) a` la de´formation constante.
Alors il existe une collection
(94) F˜ ′C,K , ou` : K ⊂ C , K ∈ C(F˜) ,
de germes, le long des ensembles critiques K ⊂ C, de de´formations t.f. des germes
F˜K de F˜ le long de K, qui sont l-tangentes a` l’identite´ le long de Dω et qui ve´rifient
les relations de cohe´rence (2.3.5). De plus les e´le´ments de cette collection sont uniques
a` conjugaison t.f. pre`s.
De´monstration. — La construction se fait de proche en proche graˆce a` la proposition
(2.3.3) et au sous-lemme suivant dont la de´monstration re´sulte imme´diatement de
la classification t.f. des singularite´s re´duites, par l’holonomie de l’une des varie´te´s
invariantes (la varie´te´ forte dans le cas d’un selle nœud), cf. [19] et [18].
Sous-lemme 6.2.4. — Soit F ′ un germe a` l’origine d’un feuilletage t.f. le long de
S := C × 0 ⊂ C2. Supposons que S est un ensemble invariant de F ′ et que F ′ est
re´duit mais n’est pas un selle-nœud tangent a` S. Alors, pour toute de´formation t.f.
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(23) de l’holonomie h(z) ∈ C[[z]] de F ′ le long d’un petit lacet γ(s) := (εe2iπs, 0),
s ∈ [0, 1], il existe un germe F ′
C
de de´formation de F ′, t.f. le long de S, d’espace de
parame`tres (C, 0), unique a` conjugaison t.f. pre`s, telle que h(z, t) soit l’holonomie de
F ′
C
le long de γ. De plus, si pour un entier r donne´ on a h(z, t) = h(z) mod(zr+1),
alors la de´formation F ′
C
peut eˆtre choisie r-tangente le long de S a` la de´formation
constante.
Nous sommes maintenant en mesure de commencer la construction de la collection
(93).
• Premie`re e´tape : la construction de F˜C,K pour K ∈ C0 lorsque Br(Dω) 6= ∅.
Pour B ∈ Br(Dω), deux cas se pre´sentent :
a) les deux extre´mite´s de B sont de valence e´gale a` 2. Visiblement l’une d’elle (celle
qui est aussi extre´mite´ de Dω) porte un point singulier c0 de F˜ qui n’est pas une
singularite´ de Dω. Nous choisissons pour F˜C, c0 une de´formation t.f. telle que pour
t asez petit, le feuilletage F˜C, c0(t) ne posse`de au voisinage de c0 qu’un seul point
singulier et qu’en ce point il soit re´duit, sans inte´grale premie`re t.f. non-constante
et tangent a` Dω. Nous exigeons de plus que F˜C, c0 soit tangente a` la de´formation
constante le long de Dω a` l’ordre l voulu. Pour les autres ensembles critiques K ∈ C0,
K ⊂ B, nous prenons pour F˜C,K les de´formations donne´es par le lemme (6.2.3).
b) B posse`de une extre´mite´ de valence e´gale a` 1. Il est facile de voir que F˜ posse`de
alors le long de tout B un germe d’inte´grale premie`re t.f. non-constante fB ∈ ÔF˜ (B)
qui s’annule sur le diviseur. Nous prenons alors pour F˜C,K , K ∈ C0, K ⊂ B, les
de´formations constantes.
Dans les deux cas a) et b), trac¸ons sur la composante DB de L
1 qui porte le
point d’attache cB de B a` L
1, un lacet γ˜ bordant un disque conforme W ′ tel que
W ′ ∩ Sing(F˜) = {cB}
Lemme 6.2.5. — l’holonomie h˜(z, t) de F˜C, cB le long de γ˜ n’est pas e´gale a` l’iden-
tite´.
De´monstration. — L’assertion est triviale dans le cas a). Dans le cas b) ordonnons
les composantes de B , B = D0 ∪ · · · ∪ Dq de sorte que vF˜ (D0) = 1, Dj ∩ Dj−1 est
re´duit a` un point cj , j = 1, . . . , q et Dq ∩DB = {cB}.
La formule d’indice de Camacho-Sad [7] donne les relations suivantes entre les
multiplicite´s mj des Dj comme composantes irre´ductibles des ze´ros de l’inte´grale
(23)i.e. toute se´rie h(z, t) = h(z) +
∑
∞
j=1
hj(t)zj ∈ C{t}[[z]] telle que les rayons de convergences des
coefficients hj(t) sont uniforme´ment minore´s par une constante > 0.
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premie`re fB : 
m0e0 +m1 = 0
m0 +m1e1 +m2 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
mj−1 +mjej +mj+1 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
mq−1 +mqeq + m = 0
ou` ej de´signe l’auto-intersection (Dj , Dj) et m la multiplicite´ du germe de courbe
(DB, cB) comme ze´ro de fB. Il vient
m0(e0 + 2) + · · ·+mq(eq + 2) = m0 +mq −m.
la minimalite´ de la re´duction donne : ej ≤ −2 , j = 0, . . . , q. D’ou` :
mq
m
≤ 1−
m0
m
< 1 .
Mais l’holonomie h˜(z, t) est conjugue´e a` (z, t) 7−→ exp(2iπmqm · z), car la de´formation
F˜C, cB est constante. Ainsi h˜(z, t) est bien distinct de l’identite´.
• Deuxie`me e´tape : la construction de F˜C,K pour K ∈ C0 lorsque Br(Dω) = ∅.
Alors Dω − L1 est une union de composantes de teˆte de Dω. Soit D l’une d’elles.
Notons c1, . . . , cr+1, r ≥ 2, les points singuliers de F˜ situe´s sur D, cr+1 de´signant
le point d’attache de D a` L1. Donnons nous des lacets simples γj d’origine m0
commune, bordant des disques conformes Wj ⊂ D tels que Wj ∩Wk = {m0}, j 6= k
et Wj ∩ Sing(F˜) = {mj}, mj ∈
◦
W j , j, k = 1, . . . , r + 1. Nous choisissons ces lacets
pour que leurs classes
•
γj dans π1(D
∗,m0), D
∗ := D − {c1, . . . cr+1}, ve´rifient :
•
γ1 ∨ · · · ∨
•
γr =
•
γ
−1
r+1 . Ainsi les holonomies hj(z) de F˜ le long des γjve´rifient :
h1(z) ◦ · · · ◦ hr(z) = h
−1
r+1(z) . Donne´ un entier l ≥ 1, fixons des de´formations t.f.
hj(z, t) des hj(z), j = 1, . . . , r + 1, de sorte que hj(z, t) = hj(z) mod(z)
l+1 et
que, pour t 6= 0 petit, hr+1, t := (h1, t ◦ · · · ◦ hr, t)
−1
ne soit pas pe´riodique et que
le groupe engendre´ par h1, t , . . . , hr, t ne soit pas commutatif. Le lemme (6.2.4) et
la proposition (2.3.3) de´finissent alors des de´formations F˜C, cj , j = 1, . . . , r + 1 et
F˜C, D∗ respectivements. Ces de´formations, l-tangentes a` la de´formation constante,
sont uniques a` conjugaison t.f. pre`s. Nous de´finissons la collection F˜K,C K ∈ C0, en
effectuant cette construction pour chaque composante de Dω − L1.
Remarque 6.2.6. — En chaque point d’attache c′ d’une composante de Dω − L1
sur L1, pour t 6= 0 petit, le feuilletage F˜C, c′(t) ne posse`de pas d’inte´grale premie`re
t.f. non-constante.
• Troisie`me e´tape : L’induction. pour un entier k, 0 ≤ k ≤ q − 1, supposons
construite la collection
(
F˜C,K
)
K∈Ck
de manie`re que les conditions de cohe´rence, de
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non-de´ge´nerescence et de tangence a` la de´formation constante soient satisfaites. Nous
allons construire les de´formations
(95) F˜C,K , K ∈ C
k+1 − Ck ,
pour que la collection
(
F˜C,K
)
K∈Ck+1
satisfasse aussi les meˆmes conditions.
Lorsque l’ope´ration Lk+1 7−→ Lk+2 est un e´lagage, chaque branche B de Lk+1
porte sur l’une de ses extre´mite´s un point singulier cB qui est un point d’attache
d’une branche ou d’un diviseur de teˆte de Lk. Ainsi cB est un e´le´ment de Ck et la
de´formation F˜C, cB est de´ja` donne´ par l’induction. Nous de´finissons alors les autres
de´formations de la collection (95) a` l’aide du lemme (6.2.3).
Supposons maintenant que l’ope´ration Lk+1 7−→ Lk+2 est un e´teˆtage. Conside´rons
un diviseur de teˆte D ⊂ Lk+1. Adoptons les meˆmes notations qu’a` la deuxie`me e´tape.
Ordonnons aussi les points singuliers porte´s par D pour que :
c1, . . . , cs ∈ C
k et cj /∈ C
k pour j ≥ s+ 1 ,
et pour que cr+1 soit le point d’attache de D sur L
k+1. On a : s ≥ 1 et r ≥ 2.
Pour j = 1, . . . , s, les de´formations F˜C, cj sont de´ja donne´es par l’induction. En plus
du syste`me de lacets γ1, . . . , γr+1, donnons-nous aussi pour chaque j = 1, . . . , s un
disque conforme ∆j ⊂ Wj , cj ∈
◦
∆j suffisament petit pour que les germes F˜C,cj(t),
soient re´alise´s et a` singularite´s isole´es cj(t) dans ∆j .
Remarquons d’abord que les holonomies h˜j,t de F˜C,cj (t) le long des lacets
βj := ∂∆j , j = 1, · · · , s, sont toutes diffe´rentes de l’identite´. En effet, si k > 1,
les germes F˜C,cj(t) en cj(t) ne posse`dent pas d’inte´grale premie`re t.f. non-constante
d’apre`s les conditions de non-de´ge´ne´rescence de l’induction : les points c1, . . . , cs sont
des points d’attache de chaines de Dω, ou bien des points d’intersections de deux
composantes de Dω de valence ≥ 3. Si k = 1, les points c1, . . . , cs sont des points
d’attache de branche ou de diviseurs de teˆte. Le lemme (6.2.5) ou la remarque (6.2.6)
ci dessus permettent de conclure.
Premie`re e´ventualite´ s = r. Pour construire F˜C,K pour K = D − {c1, . . . , cr+1},
il suffit de de´terminer des diffe´omorphismes formels h1,t, . . . , hr+1,t de´pendant holo-
morphiquement d’un petit parame`tre t ∈ (C, 0), qui satisfont les condition (a)–(c) ci
dessous, puis d’appliquer la proposition (2.3.3)a` ces diffe´omorphismes :
(a) pour j = 1, . . . , s, chaque hj,t est t.f. conjugue´ a` h˜j,t par un diffe´omorphisme
t.f. l-tangent a` l’identite´,
(b) hr+1,t = (h1,t ◦ · · · ◦ hr,t)
−1,
(c) pour t 6= 0, hr+1,t n’est pas pe´riodique et le groupe engendre´ par h1,t, . . . , hr,t
n’est pas abe´lien.
Les diffe´omorphismes t.f. h˜j,t e´tant diffe´rents de l’identite´ pour t 6= 0 nous de´terminons
aise´ment h2,t, . . . , hr,t ve´rifiant (a) pour que gt := h2,t ◦ · · ·hr,t ne soit pas l’identite´.
On utilise alors lemme suivant dont la de´monstration est laisse´e au lecteur.
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Lemme 6.2.7. — Pour tout entier l ≥ 1 il existe une famille holomorphe de se´ries
formelles Φt(z) telle que :
1. φt(z) = z mod (z
l+1),
2. φt ◦ h˜1,t ◦ Φ
−1
t et gt ne commuttent pas,
3. φt ◦ h˜1,t ◦ Φ
−1
t ◦ gt n’est pas pe´riodique.
On pose h1,t := φt ◦ h˜1,t ◦ Φ
−1
t et hr+1,t est donne´ par la condition (b). Ceci ache`ve
la construction de F˜C,K .
Pour construire F˜C, cr+1 , on applique le lemme (6.2.4) a` Ψ ◦ hr+1,t ◦Ψ
−1, ou` Ψ(z)
de´signe le transport holonome, via le feuilletage F˜ , le long d’un chemin simple α
trace´ sur Wr+1 − {cr+1} qui relie m0 a` l’origine de βr+1.
Seconde e´ventualite´ : s ≤ r − 1. Visiblement les points cs+1, . . . , cr ne sont pas des
singularite´s de Dω . Il suffit de construire h1,t, . . . , hr+1,t ve´rifiant les conditions (a)–(c)
pre´ce´dentes, ainsi que la condition suivante :
(d) pour j = s + 1, . . . , r chaque hj,t est une de´formation t.f. de l’holonomie hj de
F˜ le long du lacet γj et de plus hj,t = hj mod(z
l+1).
Les degre´s de liberte´ supple´ mentaires que nous avons ici rendent plus facile cette
construction et nous laissons au lecteur le soin de lachever.
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